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- M: Do you know what I'm talking about ¢

- N: The Matriz ¢

- M: Do you want to know what IT s ¢
The Matrix s everywhere. It is all around us.
Even now, in this very room.
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DEFINITION 9.2. Soient B C V, ' C W des bases comme ci-dessous et By C Hom(V, W)
la base de Hom(V, W) associee. L’application reciproque CLL_a,l.,, , sera egalement notee

mat,w’_% : HOI’II(V, W) — A/.[dlxd(l().

Explicitement, si on la la decomposition ¢ = > m;j(¢)Ei; alors on a

i<d’ ,j<d J'
mipy Miz -+ Mid
Mgy Mg2 -+ Maq | *
mat gz #(p) = (Mij(p))igar j<a = | . m -y
mdqrr Mg -+ Myad

La matrice matg z(p) est appellee matrice associee a ¢ dans les bases B, %B'. Rappelons que pour

tout 1 < j < d, (mij(p))icar est U'ensemble des coordonnees de l'image p(e;) de e; € A dans la
base A': ie.

plej) = D mii(p)fi.

1<igd’
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DEFINITION 9.5. Soient d,d',d” > 1 et M € Mgy g (K), N € Myyqa(K), on defini le produit
des matrices M et N comme etant la matrice

L:=M.N € Mg yq(K)

avec
d/
L — (lik)iSd",de € ]V[d”xd(K) et lik e Zmij.njk.
j=1
Soient d,d',d” > 1, on a donc defini une application ”produit de matrices”
. A/[d”xd’(K) X ]V[d'xd(K) — ]V[d”xd(K)

(9.2.1) o0 (M. N) o L MN-



: d' lignes d colonnes

n njy Njd
l ngn Ng'd

L ]
mya' I]] l]k lld
Vs
miy, In Lix lia
mgm see md”j see mgnqr ld"] ooe ldffk ] ld”d

[M: d” lignes d’ colonnes [L=MxN: d” lignes d colonnes




THEOREME 9.2. Soit U, V,W des espaces vectoriels de dimensions d,d',d" et B, ,B" des
bases. Soient des applications lineaires

o: UV, p: V=W
On note les coefficients des matrices de @, et 1) o ¢ dans les bases adequates par
matg #(p) = (njk)jk, matgs gz () = (mij)ij;

mat,%uv%(z/) o Lp) — (ltk)tk

alors on a
(9.2.2) matg (1 © p) = matgr g () mata z(p)
Autrement dit on a
(lu lld\ (mn mig - mld'\
loy -+ loa m21 Moz - Mo i T
N2y -+ MNad
T : : : : g1 0 Nard
\ld”l ¢ ld”d/ \md”l md112 o v mdlldI/



THEOREME 9.1 (Proprietes fonctionelles du produit de matrices). Soientd,d’,d” > 1 et My x4 (K),
Ma xa(K), Marxa(K) les espaces de matrices correspondants.
L’application "produit de matrices”

Mdl/xdl(K)de/xd(K) — Md”xd(K)
(M, N) — M.N

a les proprietes suivantes
(1) Distributive a gauche: pour N € K, M, M' € My wq(K), N € My «q(K),

(AM+ M').N =XM.N+ M'.N.
(2) Distributive a droite: pour N € K, M € Marwa(K), N,N" € Mg xa(K),
M.(A.N+ N"y=X.M.N + M.N'".
(3) Neutralite de l’identite: pour M € Mgy (K),
Idg».M =M, MIdg = M
(4) La matrice nulle est absorbante: pour M € Mgy q(K),
Ogrrnarn-M = Qgonrgry, M.Ogrg = Ogrrg-
(5) Associativite: Soit d"" > 1 et L € Mywgi(K), M € Myrxa(K), N € Mg wa(K) alors
(L.M).N = L.(M.N) € Mgnya(K)



IM&SLS CQ'- Vu{'wa.s

PROPOSITION 9.1. Soit Z C V, #' C W des bases, v € V un vecteur de coordonnees (x;)j<a
dans la base A (ie. v =12x1.€1+ -+ x4.€4) et (y;)icar les coordonnees de p(v) dans la base A’ (ie.
o) =wy.f1+ -+ yafy). On associe a v et p(v) leurs matrices colonnes (de hauteurs d et d’'=

n
€T Y2
To
Colg(v) = | . [, Cola(p(v)) =
Lq
Ya

alors on a la relation
Colz (¢(v)) = matz z(p).Colz(v).

Autrement dit si matg z(p) = (Myj)icar j<d, on @

n mip miz - Mid

Y2 Mol Moo -+ Mag L1
€T9
Ty

Yar mqar1 Mara -+ Mard






Ex_uu_.:&. J V: lRDE}&L = \XI
CP: Phc\/ — X.Pd()‘)“P(X)

(X1+X+z) — x~2 - XL"X -Z
? S 7S I X

-

51, XX ()a-) (x)--x
} ?cp(x” ?‘LX X
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P = KeXed -
S0 la X Xt ms(2,1)0)
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PROPOSITION 9.2. Soit E;; € Mg yqr et Eji, € Mg yq alors
Eij-Ejk = 0j=j Eig.

Pove €. °€,L= ‘)

56( W) =T (g (f
-3&5 RIOE

u’dd‘3



— E‘\ ’8 \L=% "2-

d d- 03






M = mat B((P> H maf} C?)
M. \“\.:IJ,L
Do &\

H M IJ
20, mo?fnez, N a«.‘t Qmmecoeb H



PROPOSITION 9.3. soit ¢ : V ~ W un isomorphisme lineaire et =1 : W +— V la reciproque.

a les relations
matz (¢ 1) .maty z(¢) = matz z(Idy) = Idg,

mat,ﬂ/,,,g(cp).ma‘t,,q‘,,q/(99_1) = maty » (Idw) = Idg.

En particulier si V =W et ¢ = Idy est identite on a

(9.2.3) matz z(Idy).maty 4 (Idy) = Idg.

D rwm!w- Bl
\ 2 e;'B
L

On






DEFINITION 9.6. Soit M € My yq(K), le rang d’une matrice M est la dimension de l’espace
engendre par les d colonnes de M dans Coly (K):

rg(M )= dim Vect({Col;(M), j < d}).

Autrement dit rg(M) est la taille mazimale d’une sous-famille libre de la famille {Col;(M), j < d}
des colonnes de M.

> M. mdﬁ‘b(’q))
g )2vg(P)



_[wga)mjve, du Raw\%_ |
ra((P) <\mh{a’,0‘ )
=>Me Hw}d"A(K) \fa(M) Q.miu(a,/a)’)
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DEFINITION 9.7. La transposition est l'application des matrices d' x d vers les matrice d x d’

definie par
ty - My xa(K) o Mgxa (K)
"M = (myj)icarj<d M= ('In;.i)jgd_ig({”
avec
mj; =mij, j < d,i < d.
Autrement dit si

M = (mij)icarj<as "M = (M) j<dicar = (Mij)j<di<d

M2y Mg -+ Maq mi2 Mo -+ -+ Mgro
M = . : Ce : , M =
Tn’ld 7n2d .« e “ e Tn’d’d

Mgy Mgra *++ Mard



&,  §

L=y FE

B R

"o Cf‘) = t”"“+s'&(?)



THEOREME (Matrice de I'application duale). Soit ¢ : V +— W une application lineaire et p* :
W* = V* sa duale; # et B’ des bases de V et V' et

matg () = (Mij)i<d j<d
la matrice de ¢ dans les bases B et B’ et soit
matg- g+ (¢") = (M};)j<a,i<a
la matrice de ¢* dans les bases duales ' C W* et B8* C V* alors on a
mj; =mgj, i <d, j<d
En d’autres termes

matg- g+ (¢*) = ‘matg z(p).



THEOREME 9.3. (Proprietes fonctionelles de la transposition) La transposition a les proprietes
suvantes:
(1) Linearite: “(\.M + M') = \*M + ' M.
(2) Involutivite: *(*M) = M.
(3) Anti-multiplicativite: pour M € Mg ¢ (K), N € Mg 4(K), M.N € Mg 4(K) et

“(M.N)="'N.M.






THEOREME 9.4 (Invariance du rang par transposition). Soit M € My yq4(K) on a
rg(M) = rg(*M).

COROLLAIRE 9.1. La rang d’une matrice est egal

— soit a la dimension du sous-espace de K engendre par les vecteurs colonnes de M,
rg(M) = dimg Vect(Col; (M), i =1,---,d).

— soit a la dimension du sous-espace de K engendre par les vecteurs lignes de M,
rg(M) = dimg Vect(Lig;(M), j=1,---,d').
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THEOREME 9.6. L’espace My(K) muni de ’addition des matrices et de la multiplication est un
anneau (non-commutatif en general) dont l’element neutre est la matrice carree nulle 0; = 04,4 €t
dont l'unite est la matrice identite Idy. De plus la structure de K-EV de My(K) fait de l’anneau
(My(K),+,.) une K-algebre (de dimension d?).

On appelle l’algebre des matrices carres de dimension d (ou de rang d) sur le corps K (ou a
coefficient dans K ).

me. QL mJ( eu, mu.)f &."M (’m' u‘w]lm
N ‘woF A eo., mwh ds matias



liew amee bolgbre o EwJommr&;mg
=V Hom (V)< Endy (V)
(EM (V) t, 0 -V,Uv)f
me - J ore



THEOREME 9.7. Soit V' de dimension finie d et 2 une base de V', lapplication
maty : End(V) — My(K)

est un isomorphisme de K-algebres pour les lois d’addition et de multiplication decrites precedem-

: R-B

.V —V
R BB



GV‘O"-L.PQ, Llnu.q,cu‘vc,

DEFINITION 9.8. Soit V un K-EV de dimension finie. Le groupe lineaire de V est le groupe
(pour la composition dans End(V')) des elements inversibles de l’algebre Endg (V); son element
neutre est lidentite Idy et on note ce groupe

GL(V) =Endg(V)* ={p: V=V, ¢ est bijectif}.

Soit d > 1. Le groupe lineaire de rang d sur K est le groupe des matrices carrees inversibles
dans l'algebre My(K) pour la multiplication des matrices; son element neutre est la matrice identite
Id; et on note ce groupe

GL4(K) = My(K)* = {M € My(K), IM’' € My(K), M.M' = M'.M = 1d,}.



G 'im 6‘ | Iw W\-&Llu al—l't./

THEOREME 9.7 (Critere d’inversibilite des endomorphismes). Soit ¢ : V +— V alors les condi-
tions suivantes son equivalentes:

(1) ¢

(2) ¢

(3) ¢

(4) 18() = d,

q&’ ) @ transforme une base de V' en une famille libre,
©

est inversible (ie. bijective),
est injective,
est surjective,

6) © transforme une base de V. en une famille generatrice
() — L)) evidwt
(29—, ('b) thm Noyam-Ima&c. a‘l‘mLu (Ewe\“:: Im ? = c)
)]
By () i wihiov du v 0 A

(4= (6) (6)=(5) g~ sr)«:@(;l) ”ﬁi”wm



THEOREME 9.8 (Critere d’inversibilite pour les matrices (via les colonnes)). Soit une matrice
carree M = (myj)ij<a € Ma(K), les conditions suivantes sont equivalentes

(1) M est inversible, ie. M € GLg(V),

(2) rg(M) = d,

(3) {Col;(M), i =1,---d} forme une famille libre de Coly(K),

(4) {Col;(M), i =1,---d} forme une famille generatrice de Coly(K).



THEOREME 9.9 (Critere d’inversibilite pour les matrices (via les lignes)). Soit une matrice carree
M= (‘mij),-__jgd € My(K), les conditions suivantes sont equivalentes
(1) M est inversible, ie. M € GL4(V),
(2) *M est inversible, ie. "M € GLgq(V),
(3) rg(*M) =d,
(4) {Lig,(M), i =1,---d} forme une famille libre de Lig,(K),
(5) {Lig;(M), i =1,---d} forme une famille generatrice de Lig,(K).

P“uwe_ . M v l& 95; Vam ) = aL
Mai rg(H):va()‘H)

dowe rg(N)zd a=> .,6(%1)“[

i 7 e °M A




i (({) (5) onviomf Ao, Cvarmcs (3) e‘}@)
p Lo colamass aﬂ&lm o *M w ibbsund
“l& B tvamd‘duu, &o weonnscw a&,(’&w

0’+ Vige vevsi .

|
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THEOREME 9.10 (Formule de changement de base). Soient B, %, C V et B, A8, C W des
bases de V et W. On a la relation

matg: z, (@) = matg g (Idw).matsy z(¢).matz z, (Idy).

P“CU.V‘C-.‘ 6\A/ L

= I, o QT

g TN F o O G Pl

)



DEFINITION 9.9. La matrice carree de taille d = dim V',
matyg , = matyg g, (Idy)

est appelle matrice de changement de base, de la base & a la base A, ou encore la matrice de passage
de B a B,.

Sa j-ieme colonne est formee par les coordonnees du j-ieme vecteur e,,; exprime comme combi-
naison lineaire dans la base A.

La formule de changement de base se reecrit alors

mat g 2, (p) = matg gz .maty z(p).matz gz, .

Rma\: QLQ mw'\'ncw 'maff E e,‘]' maf") B

St MMSL\I\QM of or ‘W}ijj

emms W VRALEA



PROPOSITION 9.7. Soit trois bases B, B, Bs CV on a

(1) Formule dinversion:
maty %, .maty, z = ldg.

En particulier une matrice de passage est inversible (dans My(K)) et son inverse est la
matrice de passage de la base initiale a la nouvelle base:

~1
ma‘fﬁ_%1 = maty, %.
(2) Formule de transitivite:

maty », = maty » maty, z,.

PNM«V(’, : IolvoIﬂ'v = IAV
"'“’LBB‘(IJ)* MB.B,_(’IJ‘/ )‘" MJBB,_ L,
ot pondve, By =B matgy (T4 )-Td)
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DEFINITION 9.10. Deuz matrices M, N € My xq(K) sont dites equivalentes si il existe des
matrices inversibles A € GLy (K), B € GL4(K) telles que

N = A.M.B.

PROPOSITION 9.8. Deux matrices M, N € My «q(K) sont equivalentes ssi il existe V' de di-
mension d et W de dimension d’, des bases B, %5, CV et B',B), C W et une application lineaire
p: V=W telle que

M = matg z(p), N =maty z,(p)

Prewve : wne divechion, diL an, reure o 43

domet : <=
== tvourev V/, W ot des Banes Bg?,

C‘u,\ cdu.vlw\.mzd
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PROPOSITION La relation “etre equivalente’ relation d’equivalence (reflexive, symetrique,

transitive) sur | (I ).

Pwu-m: ﬂ Io'dle Iapo[ {’ugﬁx)

taibive - AHB O-ANB
Jon O (A AH@R))
aa,(r) ) G



THEOREME 9.12. Soient M, N € My «q(K). Les conditions suivantes sont equivalentes

(1) M et N sont equivalentes,
(2) xg(M) = rg(N),
(3) M et N sont equivalentes a Ly xq(T).

Prsve o M AN s M N mrwm’r
o «ﬁ?iam Pngtive. @ —>
facr\);va((‘)];va“\l)

T u,)g.' va(c?).—.r ne wicte dbo
ba el BCW Ty et @)-Ty ()

(0~=(2)

@)-0(3)
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DEFINITION 9.11. On dit que deux matrices M, N sont semblables ou conjuguees si il existe
C € GL4(K) tel que
N=CM.C™.

La relation "etre semblables” ou “etre conjuguees” est une relation d’equivalence.
Une classe d’equivalence pour cette relation, [’ensemble des matrices de la forme

M*% := Ad(GL4(K))(M) = {C.M.C™*, C € GL4(K)}
est appellee classe de conjugaison (de M ) et on note
My(K)* = {M*} = My(K)/ ~

l’ensemble des classes de conjugaison.

.R__vvlq . % M dN ot s—e.muamwl.
(LQM M A N wd 'Vmum
(R=C & BC
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PROPOSITION 9.9. Deux matrices M, N € {pa(K) sont semblables ssi M et N sont les matrices
d’un meme endomorphisme dans des bases convenables: il existe un espace vectoriel de dimension
d, V, deux bases B, B, CV et une application lineaire ¢ : V +— V telle que

M = matyz(p), N = matyg, (¢).

RN\T : ea Nﬁw’h‘w\, A S Q\' fML, =_->A{a«()af}\;oj:m

o NN cod fimbane = & hedicey
tgM)=va (N) mais le. veciprogue

&f" Q_q«_:y d ’c,'['w— VVa) €
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DEFINITION 9.12. Soit C € GL4(K) une matrice inversible. Note note Ad(C) Uapplication dite
de conjugaison par C':
) A[,]([\’) — 1‘1\[(1(]\")
AdC): T o o

PROPOSITION 9.10. La conjugaison Ad(C') est un automorphisme de l’algebre My(K):

(1) Linearite: On a Ad(C)(A.M + N) = AAd(C)(M) + Ad(C)(N).
(2) Multiplicativite: Ad(C)(M.N) = Ad(C)(M).Ad(C)(N).
(3) Inversibilite: Ad(C) est bijective et Ad(C)~! = Ad(C~1).

Preave : AMC)(AM+N ). C(IM-N)C”
=[ACM+CN).C™ deMCveNC

= - - )
- CHNC-CcMCENC Ty-C.C




A )e MM = ¢ (CHie)C

<M’
SIYNTY - M
— A"‘('C)°AJ(C]>=I)HA (K)

L1



Ce GLy(R) — AIC) € Ad(Ty)

GL(W, tk))

de Fey gNA (k)



PROPOSITION 9.11. On dispose donc d’une application
Ad(e): C € GLy(K) — Ad(C) € Aut(My(K)) ~ GLg2 (K)

appellee application adjointe.
L’application adjointe Ad(e) est un morphisme de groupes et definit donc une action a gauche
GL4(K) ~ My(K). Son noyau est forme par les matrices scalaires:

ker Ad = K*Id.
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= AJJAXCON))




M)A - Ad ()

4 A (C) =AM (C)

Ade) ot m?%;m & 3:*“ J%M
wy achion GLy(K) "\ Ni(K)



o M(e) = Ce €41) Ty AdlC)TH )
Celon BA() s5i YN CHC LM
D VM CH:NC

/m(AJ) ol %Mmjle dn mms% imcamm:fmf

ane fouks Gs matazg, on
Ine co conl &y mataee KLl



i b madnees de Yome

’\)\O\ x
Q\ AeK'.

v

@‘k u}tqlﬁt
(S,, Tn f deg Xamwl

Lo Nd (R)




I Cco»mwiza,uc fmfc, M

o vail MT 3 CPG GL(\/) ff
SD Eol sp anc -/’ ﬂl/



Qaﬂ,&; BSey,., 43 baede V
v vel/ & (V) "6*(\')34'.

,d, c? édze.ocf
= Cpa(e) EJ(QD(%)



2 (¢ )=el
Cg(eb) Z&(CP ) C(CP(%J) eL

ow @ (F(C., )-) . owe )d'e Q(?a))
9 ou, wapd
CP(_CL -A 1@, = dQ"



by od ega
s b

5 NP

by At

A
M

U~

QUA,

J=de;
V. ?(e

)
ce- AT, (M4 ?‘w‘n



DEFINITION 9.13. L’ image Ad(GL4(K)) C Aut(My(K)) est appellee groupe des automor-
phismes interieurs de My(K) et est notee

Int(Ma(K)) C Autg(My(K)).
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L. Les Lfam



DEFINITION 10.1. Les operations elementaires sur les lignes d’une matrice sont les applications
suivantes de My «q(K) vers My xq(K): pouri,j € {1,--- ,d'} et A€ K* et p € K

(1) Transposition: Echanger deux lignes i # j < d' de M:
L; «<— L;

(1I) Dilatation: Multiplier la i-eme ligne par un scalaire A # 0:
L; —> \.L;.

(11I) Combinaison Lineaire: Additionner a la ligne i un multiple scalaire de la la j-ieme ligne pour
i#j:peK
L; — L; + ,U,Lj

Ces transformations sont appellees transformations elementaires.
On les note respectivement Tij, D; x et Cly;

L ...,;L'-} LL 5
bb/') L y
) w40
Du,lq) ri*






PRrOPOSITION 10.1. Ces trois types d’operatio
Tij, Dix, Cliju: Mg 1([ ) = My xq(K).
sont des applications lineaires bijectives sur J\[,[/X(l(K)
Tij, Dix, Clij, € GL(Mg xa(K)).

wae, Tid : L &> Ld,

)H*M) AL M)+ L (N)

—> L (JHHV) )Ld(H)w* L)
Pa.ve»(, P&w ca aw+n; tvw'agmmﬁ}



jwm&&%@ id_ =
DL,/\ = Dv,

CL;

ce,.
1/

»d/') =

Ty

+



PROPOSITION 10.2. Les trois operations elementaires sont obtenues par multiplication a gauche
de M par des matrices convenables: pour 1 <i# j < d'

(11) Di,,\.o : M — D; \.M
(III) Cl;j,.e : M — Cl;j; ,,.M
ou les matrices carrees T;;, D; x, Clij, € My (K) sont definies par:
T;; =1dg — By — Ej; + Ei; + Ey;.
D; x =1Idg + (A — l)Em A#0
Clij=1dg + p.Eij, i #j ou p# =1 sii=j.

DEFINITION 10.2. Les matrices
Tij, Dix, N#0, Cl;,

pouri,j <d, N#0, et sii=j, up# —1 sont appellees matrices de transformations elementaires.



