Analyse I - CGC, EL, MX

EPFL — Automne 2025 S. Basterrechea

Exercices

Série 7 3 novembre 2025

Partie I : Limites supérieures et limites inférieurs

Définition. Soit (ay)n,>1 une suite bornée. On définit

liminf a,, := min{ lim ay, : (ap,)k>1 €st une s.s. convergente de (an)}
n—00 k—o0 -

limsup a,, := max < lim ay, : (ap, )r>1 est une s.s. convergente de (ay,)
n—o00 k—o0 -

Exercice 1.
Pour toutes les suites (z,,) suivantes, calculer liminf,,_,~ =, et limsup,,_, . Tn.

_3)n 2
a) T, = 2_5'_—%(3?;) ¢) T, =2sin (?) - 3(-1)"
cos(mn) n
% + COS(7) d) Tn = n

Exercice 2.
Soit (an)n>1 €t (bp)n>1 deux suites réelles bornées.
Vrai ou faux?

a) limsup,,_,..(an + by) = (limsup,,_,, a,) + (limsup,,_, ., b,)

b) limsup,,_,.(an - by) = (limsup,,_,, @) - (limsup,,_, . by)
Partie II : Séries réelles
Exercice 3 (Série géométrique).

a) Soit 7 € R\ {1}. Démontrer la formule
n
1— Tn—‘rl
Sk - L
1—7r
b) Montrer que 3_7_, ¥ converge si et seulement si —1 < r < 1, et dans ce cas
1

— &
’;)T 1

c) Calculer kz::l o d) Calculer kz:; (—3) .

Exercice 4.
Soit (an)n>1 une suite réelle.

Vrai ou faux?
. S .
a) Si Y (—1)"a, converge, alors lim a, = 0.
n=1 n—oo

o
b) Si lim a, =0, alors a, converge.
) n—ooo ’ nzzjl n g

o0 (o]
c) Si Y a, converge absolument, alors > (—1)"a,, converge.
n=1 n=1




[e.e]
d) Si (an)n>1 est strictement décroissante, alors > (—1)"a,, converge.
n=1

o o
e) Si 3 a, converge, alors Y. a2 converge.
n=1 n=1

[ee) [ee)
f) Si 3" a, converge absolument, alors . a2 converge.
n=1 n=1

g) La série Z G converge.

Exercice 5.
A Taide des criteres de convergence, déterminer si la série donnée converge ou diverge :

= [(3n+2\" =1 = n(n+4)(n—3)
a) g(4n+5> d);gn_g 8) z_:l ™m3+n+2
> pt e vn
b) Z:lg—n e)zzl( n2+7—n) )2:1 +d-vn
= (1) LS
C)nz::l?’”*Q Zl—cos( +1> 1),;@

Indication : Pour la série (f), utiliser 1'égalité : 1 — cos(z) = 2sin (%)2, pour tout x € R.

Exercice 6.
Etudier la convergence des séries suivantes en fonction de la valeur du parametre ¢ € R.

a) i (1ic>n, (avec ¢ # 1) ¢) i (Sin<7;c>)n

n=1 n=1

o0 > "'n!
b) Zn-cn d) Z —

n=1 n=1 n

uelles sont les valeurs des séries (a) et (c¢) lorsqu’elles convergent ?
q g

Exercices challenges.

Exercice 7.

a) Soit (an)n>1 une suite réelle bornée et (by,),>1 une suite convergente vers L > 0. Démontrer que

limsup(ay, - b,) = L - limsup a, et lim mf(an by) = L -liminf a,
n—o00 n—00 n—00 n—00

Rappels :
e La limite d’un produit de deux suites convergentes est le produit des limites.

e Si une suite converge, alors toutes ses sous-suites convergent vers la méme limite.

b) En déduire liminf,,_, , et limsup,,_, ., =, pour

m2 -2\ . (27rn>
Tp=|———]sin|—|.
" n2+n 3



Exercice 8.
Le but de cet exercice est de montrer que la série harmonique diverge, c-a-d

o0
k=1
On propose de procéder de la fagon suivante. Soit

Sn=>
k=1

= +00.

x| =

| =

Considérer la sous suite (Sy;);j>1 C (S,) donnée par nj = 27.

a) Montrer par récurrence que pour tout j > 1,

j 2m 1
Sﬂj:1+z Z k

m=1 g=2m—-141

(Pour mieux visualiser, commencez par écrire Sy, Sp, €t Sp,.)

b) En utilisant que, pour tout k¥ € N tel que 2" 1 +1 <k < 2™ on a % > 2%, montrer que

B |

c¢) En déduire que lim;_, Sy, = +00 et donc (S,) diverge.

Solutions.

1. a) -1, 1 b) -2, 2 ¢) —vV3-3,v3+3 d)0

2. a) FAUX b) FAUX

3. ¢l d) &

4. a) VRAI c) VRAL e) FAUX. g) FAUX.
b) FAUX. d) FAUX. f) VRAL

5. a) Converge d) Diverge g) Diverge
b) Converge e) Diverge h) Converge
c) Converge f) Converge i) Diverge

6. a)c<s b) || <1 c) c#2k+1 d) |e] <e



