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Série 12 8 décembre 2025

Partie I : Développements limités et formule de Taylor

Rappel : formule de Taylor. Soient C R™ un intervalle ouvert, xg € I et f € C™(I). Alors f admet
un développements limité d’ordre n en x¢ (DL, (x¢)) donné par

n (k)
x) = Z fk('lﬂo)(x —x0)* + Ryu(z), Vo e,

ot Ry, (x) (le reste) satisfait
Jim
Nous pouvons aussi utiliser les notations suivantes pour le reste :
e avec le epsilon : R, (z) = (z — z9)" - €(x), avec limy_,,, €(z) =0;

e avec le petit 0: Ry, (z) = o(|x—x9|™) = « n’importe quelle fonction qui tend vers 0 plus rapidement
que |z — xo|™ quand x — zo».

Exercice 1.
Avec la formule de Taylor, déterminer le développement limité d’ordre 3 des fonctions f suivantes
autour de xy = 0.

a) f(xz) =sin(3x) b) f(x) =In(2+ x)

Exercice 2.
Soient b,c € R, I =] — 1,1[ et f: I — R telle que f(x) = bx + ca® + 2* - €1(z), avec lim, g €1(z) = 0.
Vrai ou Faux?

a) f est continue en x = 0.

b) lim £&) —p,

z—0 T

)

) f est dérivable en x = 0.

d) Si f € C%(1), alors f"(0) = c.
)

f(x)? = b2a? + 2ot 4 25 - ea(x), avec lim, 0 e2(z) = 0.

C

e

Partie 2 : calcul de limites

Exercice 3.
Pour z € R on considere la fonction
sin(cos(z) — 1) — cos(sin(z)) + 1
f(z) = t

c pour x = 0.

pour x # 0,

Quelle est la valeur de ¢ € R pour que f soit continue en z =0 7
1
oo O —=
1 6
0=
2 O
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Exercice 4.
En utilisant des développements limités d’ordre convenable autour de 0, calculer les limites suivantes :

23
a) lim 1 <1: —% " sin(:c))

z—0 $5

b) lim e” +sin(x) — cos(z) — 2z
a0 r—In(l+x)

xsin(sin(z)) — sin(z)?

c¢) lim

z—0 336

Partie III : DL de compositions de fonctions

Exercice 5.
Trouver le développement limité d’ordre n autour de xg = 0 de fonctions f suivantes :

2) f(x) =In(cos(z))  (n=4)
b) f(z) = ein(@) (n=4)

c) f(x)=/1+sin(x) (n=3)

Exercice 6. -
Calculer le développement limité d’ordre 4 autour de xzg = 3 de la fonction

1

J(w) = 1+ cos(z)

Indication : Introduire la variable y := x — %, puis utiliser de la trigonométrie et des DL connus pour
calculer le DL de cos(x).

Partie IV : Séries de Taylor
Rappel : Soit I C R un intervalle ouvert, zg € I et f € C*°(I). La série de Taylor de f est la série

T¢(z) = i f(k;('mo)(x —x0)k, vz eI
k=0 :

On dit que f est analytique en 1z si la série de Taylor converge vers f(x) dans un voisinage de xq,
c’est a dire AR > 0 tel que
T¢(x) = f(x). Vo€ lzg— R,z0+ R

On appelle R le rayon de convergence de la série.
Si la série converge pour tout « € R, on dira que R = +oo.
Si la série converge seulement pour z = xg, on dira que R = 0.

Exercice 7.
Trouver les séries de Taylor en x = 0 des fonctions f suivantes et déterminer I’ensemble I des valeurs
de z telles que Ty(x) converge (il n’est pas nécessaire de montrer que sa limite est f(x)).

8) f(x) = sin(x) d) f(z) = In(1+2) 8) f(x) = cosh(x)
b) f(x) = cos(x) ¢) f(x)=1n(1 - 2)
¢) fla)=e f) f(z) = sinh()

Exercice 8.

Montrer que la fonction f(z) = 511 est analytique en xg et déterminer I'intervalle de convergence
x

de la série de Taylor. Considerer les valeurs de x( suivantes :



(Z) o = 0 (ZZ) o = 2

Exercice 9.
A Taide de séries de Taylor connues, déterminer la série de Taylor de f(z) autour de xg et donner son
rayon de convergence et son intervalle de convergence.

a) f(z) =e*" aveczo=0; b) f(x) = avec xg = 2 .



