EPFL Anna Lachowska
Sections IN, SC 13 novembre 2025

Analyse I — Corrigé de la Série 9
Exercice 1.

i) En observant que le dénominateur divise le numérateur, on a

3 2_9 —1)(x2+2 2
limL:hm(x ) (2" + 22 +2)

x—1 [E—]_ rx—1 1’—1

= lim (x2+2x+2).
z—1
Pour calculer cette limite, on utilise les propriétés algébriques :

2
lim (x2—|—2x—|—2) = limz? + lim 2z + 2 = (limx) +2limzr+2=1>+2-1+2=5.
x—1 r—1 x—1 rx—1

z—1

i) On utilise la formule a® —0* = (a — b)(a® + ab+ V?) avec a = /r+ 1 et b= Yz pour
obtenir

ol

((x +1)3 — m%> ((x F1)3 4+ (2 +1)bas +$%>

lim ({"/ﬁ— \3/5) = lim

ree Treo (x+1)5 + (x4 1)325 + 3
1
= lim 5 — > =0.
700 (x4 1)5 + (z+ 1)323 4+ 25
i) En utilisant que cos(2x) = cos?(z) — sin?(z), on peut récrire le numérateur comme
cos?(r) — sin?(x) — 1 = —2sin*(x) et la limite devient

lim —2.sin2(x) 9 lm sin?(7) - x?

z—0  sin(z?) 20 x? sin(x?)

sin(z) ) ? 2
= —2-lim im —— =-2-12.1=-2
x—0 x x—0 Sln(:[,‘2)

sin(x)

car lim =1 (cf. cours).

xz—0

w) Comme 1—z® = (1 —x)(1+ z+ x?), on peut simplifier la fraction en mettant au méme
dénominateur pour calculer la limite :

, 1 3 l+o+22—-3 [ )
lim — = lim = lim
s \1l—2 1—2a3 o1 1—a3 =1 (1 —2)(1 4+ 2+ 2?)
—1 2 2
I Gl | G ) TR e 3

=1 (1—2)(1+az+a2)  esia2+x+1 3

ou on utilise de nouveau les propriétés algébriques pour calculer la derniere limite.



v) Avec une formule de trigonométrie on peut récrire le numérateur

. i -2 sin(xQﬂ) . sin(”—;“)
r—a T —a r—a T —a

sin (%54
=— (lim sin(x i a)) : (lim TQ)> = —sin(a)
Tr—a 2 Tr—a T

car la deuxiéme limite vaut 1.

cos(x) — cos(a)

T
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vi) On utilise la limite connue lim

x—0 €x
) s _ eb;c ] et _ 1 eb;c -1
lim — = lim ca— -b)=a-—0.
z—0 x z—0 axr bx

Sia%()etb:(),onalime‘n—_l-a:a.SiazOetb%O,onaliI%l_ebm-b:—b.Si
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0 a% bx

a=b=0,o0na lirr(l] % = 0. Ainsi pour tout couple a,b € R on a
T—>
) edT _ ebm
lim —— =a —b.
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Exercice 2.

i) En multipliant par le conjugué du numérateur et du dénominateur on obtient

\/2+33—\/4—a:: (24 x)— (4 —2)](Vr+1)
VI —1 (z—-1)(V2+z+Vi—1)
(Vr+1)

T ti+Vi—z
9

1 3

it) Posons y = x — 2. Alors x — 2 implique y — 0.

2—4  (y+2)° -4
sin (%)  sin (%y + 7T)
2
= —y. +ﬁ4y car sin(a +m) = —sin(a) , Va
sin (%)

En utilisant la limite

lim sin(x) 1,
x—0 x
on a ) o A q
- Yt g5 yrd) 8
y—0 sin (—y) y—0  sin (73”) T T



iii) Tout d’abord, remarquons que

cos(3z) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(z) — sin(2x) sin(x)
= (1 — 2sin*(z)) cos(z) — 2sin*(z) cos(x) = cos(z) — 4sin*(z) cos(x)
= cos(z) (1 — 4sin*(z))
Ainsi,

cos(3z) —cosz  cos(x)sin®(x)

5 =4 — —4
X .I‘Q z—0
sin(x
car lim ( ) =1
x—0 x

i) En multipliant par le conjugué du numérateur au numérateur et au dénominateur, on

e ¢( : >>(<>>

6
2434 —
— xr
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X T
2
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v) On observe que (e** —2+4¢e72%) = (e”—e~)? et on utilise la limite connue lim =1:
xT—r T
r _ ,—x\2 1 x -z 2 1 T _ 1 -r _q 2 4
tm C g L () iy L (L -2
z—0 32 z—0 3 T z—0 3 T —x 3

vi) En multipliant par 222 et par le conjugué du dénominateur au numérateur et au dénominateur,

on obtient ,
hml—ezx .2x2(\/1+5x2+1) 4
a0 2 52 5



Exercice 3.

i) Observons que lim

i)

iii)

tan?(z — ) _

tan? i
— lim 22 (z) . Du cours on sait que lim sin(z)
T (gj — a)2 =0 2 =0 I

t i i 1
i () o osin@) O sin@)y 9
=0 1 z—0 T - cos(q;) =0 T z—0 cos(x)

car les deux limites existent et valent 1. Il suit que

2 2
limM: (th) —12=-1

Ainsi

z—0 12 z—0 X

et donc la limite donnée existe pour tout a € R.

Cette limite existe si et seulement si « est une racine double du polynéme au numérateur.
Evalué en «, celui-ci devient

ot — 20 + 40 = a?(4 — a?) = *(2+ a)(2 — a).

Les candidats sont donc les racines de ce polynéme-ci, c.-a-d. « € {0, —2,2}.
Pour a = 0, le polynome est z* + 422 = 2?(22 + 4) dont 0 est bien une racine double.
Pour a = £+2, on a

ot F o 4 42® = 2% (2 F o +4) = 2% (v F 2)?
et donc 2 et —2 sont des racines doubles respectives.
Ainsi la limite existe si et seulement si o € {—2,0,2}.
On distingue trois cas pour f3.
1) Si 5 =0, la limite vaut
2?sin(2) + alz|

Ei% = = 31612% (Jz|sin() + a) =

1)’ < |z|, d’ou il suit par le théoreme des deux gendarmes que
x

car 0 < ’x Sin(
) = (. La limite donnée existe donc pour tout v € R si g = 0.

lim || sin(2
z—0 z
2) SiB<0, 22+ 8 |cos(%)’ prend des valeurs négatives au voisinage de x = 0. En effet,

_ 1 *
pour r, = 5~ avec n € N* on a

Jim (5% + 8 eos ()]

Ainsi 'expression n’est pas définie et donc la limite n’existe pas.

lim ((ﬁf + 8] cos(2n7r)|> —B<0.

n—oo

3) Si B > 0, il faut encore distinguer si « est nul ou pas.
Si a =0, on a pour tout z € R*

0 < 2 lsin(z)]  _ J=f[sin(5)] < I
Vazt Bleos(H)] 1+ £ Jeos(2)]
et donc ol 1
lim 2 Jsin(3)| —0

w0 \/;E2 + B cos(1)]

4



pour tout 5 > 0.

Si o # 0, la limite n’existe pas. En effet, en prenant les suites z,, = ﬁ et y, = %
avec n € N*, on a
2 qin (L 2 .
T sin (o) + afz,| o (52=) " sin(2nm) + 5% . T 0
n—00 n—o00 2 n—o00 2
o+ 8eos() 7o)’ + Blcos(2nm) (%) +5

et

yosin() +aly.|  yalsin(E) +a
Yn lim In

lim =
cos (11|

(’—2’ + 2n7r)_1 sin(% + 2n7r) +a

= lim
e \/1 +6(%+ 2n7r)2 }cos (Z+ 2n7r)|

1
=lm |(——m+a] =«
n—o0 % —+ onm
car cos(g + 2n7r) = 0 pour tout n € N*. La limite n’existe donc pas (car o # 0).
Pour résumer, la limite existe si et seulement si 5 =0et a € Rousi f>0et a=0.

Exercice 4.

Les limites a gauche et a droite de f en xy = 3 sont respectivement

(_:=lim f(x)= lim (fx —4) =35—4
Ty z—3~
¢, := lim f(x)= lim —3x2—10x+3 = lim Be — Vi —3) = lim se-1_8 =2
P =3+t 12 =21 —3 e=3t (x+1)(x—3) =3t x+1 4
Comme f(zg) = a, la fonction f est continue a gauche en o < (_ = «, et continue a droite
en rg < ¢, =a. Si, en plus, {_ =/, = «, alors f est continue en x.
i) Aveca=1,0_= —g et /. =2, f n’est ni continue a gauche ni continue a droite.
it) Avec o =1,¢_ =1et ¢, =2, f est continue a gauche mais pas continue a droite.
i11) Avec a =2, f_ =1et £, =2, f n’est pas continue a gauche mais continue a droite.
iv) Avec o =1,0_ =2et £, =2, on abien {_ = {,, mais f n’est quand-méme ni continue

a gauche ni continue & droite parce que les limites ne sont pas égales a f(x).
v) Avec v =2, (_ =2 et {y =2, f est continue.

Comme illustration, les graphes sont tracés a la Fig. 1.

Exercice 5.

i) On calcule les limites de f(z) lorsque x — 0 des deux c6tés en introduisant une nouvelle
variable u tel que x = % .

Jim f(2) = lim f(3) = lm J——0=1=f(0),
Jm fo) = lim f(3) = lim 1+12u =07 f(0).
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FIGURE 1 — Graphes des fonctions f(z) de 'Ex. 5.

Donc f n’est pas continue mais seulement continue a gauche en x = 0 (Fig. 2).

i1) Notons que f est paire parce que les fonctions cos(x) et x? sont paires. Ainsi il suffit de
considérer la limite a droite (ou celle & gauche). On a

1 — cos(z)? si 2 1
lim (z) = lim M - lim ——
w—0t 22(1 + cos(z)) @m0t x z—0+ 1 + cos(z)
1 1
=1%2. - == = £(0),
5 =5 =10
ol on a utilisé que lin% w = 1( = lir% W) (cf. cours) et la décomposition en produit
T— T—
de deux limites est valable parce que les deux limites existent. Ainsi f est continue en
x = 0.
iii) Considérons les suites () et (y,) définies respectivement par z, = 5 et y, = +—5—.
2

Ces suites satisfont lim z, = 0= lim y, mais
n—oo n—oo

lim f(x,) = lim cos(2nmw) =1 et lim f(y,) = lim cos(% + 2n7) = 0.
n—00 n—00 n—00 n—o0

Ainsi lir% f(x) n’existe pas et f n’est pas continue en x = 0 (Fig. 3).
Tr—

iv) Comme la fonction sinus prend des valeurs dans [—1,1], on a

1
—|z| < x-sin(—) < |zl.
T

Par le théoreme des deux gendarmes, puisque lim |z| = 0, on a
z—0

lim (g; - sine)) — 0= f(0).

Ainsi f est continue en x = 0 (Fig. 4).
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FIGURE 2 — Ex. 6(i) FIGURE 4 — Ex. 6(iv)

FIcure 3 — Ex. 6(iii)

Exercice 6.

i) Posons
f R — R
r = e l-x—1

Par opérations usuelles, f est continue sur R. De plus,
f(0):é—1<0etf(3):62—4>0
Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
Ja € [0, 3] tel que f(a) =0

f a donc bien au moins 1 racine.

i1) Posons
f Ry — R
5 1
r = z¢——=-—1

x

Par opérations usuelles, f est continue sur R* . De plus,

5

f(l):—1<Oetf(2):§>O

Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires
da € [1, 2] tel que f(a) =0
f a donc bien au moins 1 racine.
i11) Posons
f: R — R
r — (x—2)cos(z)— sin(zx)

Par opérations usuelles, f est continue sur R. De plus,

fO)==2<0, f(—m)=2+7>0et f2m)=2(r—1) >0
Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires

Ja €] — 7, 0] tel que f(a) =0 et 35 €]0, 27] tel que f(5) =0

f a donc bien au moins 2 racines.



iv) Posons
f R — R
r = ze®—12°—1

Par opérations usuelles, f est continue sur R. De plus,

FO) = —1<0, f(=2) = —= — 142 >0t f(I)=e—2>0

o2
Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires

da €] — 2, 0] tel que f(a) =0 et 35 €]0, 1] tel que f(B) =0

f a donc bien au moins 2 racines.



