EPFL Anna Lachowska
Sections IN, SC 16 octobre 2025

Analyse I — Corrigé de la Série 6

Exercice 1.
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Par I'Intermezzo dans la Série 5 on sait que 1 < /1+z <1+ 5:15 pour tout x > 0, alors la

/ b
limite lim 4/1+ ¢ + — =1 d’apres le théoreme des 2 gendarmes.
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Par I'Intermezzo dans la Série 5 on sait que 1 + 2 < V142 < 1+ §m pour tout —1 <

1 1 L . 1 1
r<0.0na-1< ——+ — < 0 pour tout n > 1, alors la limite lim /2 — —+ — =
2n  2n? n—00 n  n2

/ 1 1
lim v24/1— — 4+ — =+/2 d’apres le théoreme des 2 gendarmes.
n—o00 2n 2”2

i11) Ona Vo € R —1 < cos(z) < 1.

3+ 34—
Ainsi, —— 2~ < a,, < ——"— Les deux membres bornant a,, ayant pour limite 0 pour
n+24— n424—
n n
n — 0o, on a donc d’apres le théoreme des gendarmes : lim a, =0

n—oo

iv) Démontrons que lim {/n = 1. Soit £ > 0. On a tres clairement, Vn € N, a,, > 1. Donc il
n—o0

faut trouver ny € N tel que pour tout n > ng, on a {/n < (14¢), ou (1+¢&)™ > n. Par la formule
(n—1)2>n(n—1) n(n —1)
8 S

n
binomiale on a (1+¢)" > 1+ne+ 2. Alors pour avoir €2

-1 1 2
n Z—Q,d’oﬁn21+—2.
€ €

2> n,

il faut prendre n tel que

2
On peut prendre par exemple ng = L—Q + QJ .
€



1 1 2 -2
Une autre méthode : On a Vn € N, a,, > 1. De plus, n» = (y/ny/n - 1"‘2)71L < 2Vntn-2

n
d’apres 'inégalité arithmético-géométrique :
T+ ...tz
{L/.TI'LL’Q‘...'LIZ‘TLS ! 2+ “
n
pour tout {1, xs,...x,} positifs.
2yn+n—2
Enfin, lim \/_+— = 1. Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, lim a, = 1.
n—oo n n—oo
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v) Soit a = by, > 0 le coefficient dominant de P(n) et k € N le degré de P(n). Alors lim ——= =
n—oo an

1
1. Pour € = 37 dng € N tel que Vn > ny,
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Alors pour tout n > ng
1 o
(%nk> "< (P(n))% < (z%ank> :

On sait que lim {/n =1 et que pour tout s > 0, lim /s = 1. Alors d’apres le théoreme des 2

n—o0 n—oo

gendarmes, on a lim (P(n))» = 1.
n—oo

Exercice 2.
i) OnaVr e R —1 <cos(z) < 1.
1 cos ( n? + 2) 1
< <

Dot — .
T T T > |

. .. _cos(Vn?+2)
D’apres le théoreme des gendarmes on a donc lim ——— = = 0.

it) On a Vo € R, sin(z) < z et cos(z) < 1.

1 1
De plus, on montre assez trivialement que Vn > 1, cos (—2> > 0 et sin <—3) > 0. Ainsi,
n n

pour n > 1, 0 < n? COS(#) Sin(#) < %

Enfin, d’aprés le théorémes des gendarmes on a donc lim n? cos(#) sin(n%) =0
n—oo

iii) Nous allons utiliser les formules de trigonométrie suivantes :
sin(p) — sin(q) = 2sin (]%) cos (]%)

cos(p) + cos(q) = 2 cos (%) cos (%)

sin(n + 1) —sin(n — 1)
cos(n + 1) 4+ cos(n — 1)

Ainsi, = tan(1).

: 1 — st — 1
On a donc directement lim sin(n + 1) —sin(n — 1)
n—00 COS(TL + 1) —+ COS(TL _ 1)

= tan(1)
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iv)

v)

i)

it

viii)

Comme pour le cosinus, on a Vo € R — 1 <sin(z) < 1.
1 sin(vn? +n? + 1) 1

— < < .

1+n2+4+n— nd+n?+1 “14+n2+nd

. oo _sin(vVn®P+n? +1)
D’apres le théoreme des gendarmes on a donc lim
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Par opérations élémentaires sur les limites et 'argument comme dans I’Exercice 1(), on
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Par opérations élémentaires sur les limites et 'argument comme dans I’Exercice 1(7), on
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La suite (%> converge vers 0 par le critere de d’Alembert :
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D’apres le théoreme des gendarmes on trouve que lim —cos| ——— | =0
n—oo (™ (’n, —+ 1)3

n
La suite n?37e=3" = n? (—3) converge vers 0 par le critere de d’Alembert :
e
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Alors on a lim n?3%e 3" =0
n—oo

Exercice 3.

i) La suite an41 = 3(3a, + 1), ag = 0 est un exemple d’une récurrence lindaire de la forme
Gni1 = qa, + b, ol q = % et b = ;11. Par la proposition vue dans le cours (voir Notes du

Cours 9), puisque |¢| < 1, la suite converge vers la limite ﬁ = 1334/ ; = 1. Donc on a
lim a, = 1.
n—oo

3



i1) La suite an,+q = +(a, + 4), ag = 3 est encore un exemple d’une récurrence linéaire de la
+ 4 y Y0

iii)

forme a, 1 = qa, + b, o ¢ = }l et b = 1. Par la proposition vue dans le cours (voir Notes

du Cours 9), puisque |g| < 1, la suite converge vers la limite ﬁ = 1711/4

= %. Donc on a

. 4
lim a, = -
n—oo

Si la limite lim a, = a existe, elle satisfait ’équation (utiliser les propriétés algébriques
n—oo

comme précédemment)

1
1+a

7 4 4
= 1:(§—a>(1—l—a) = O:§—|—§a—a2 =

7
a=-—
3

2
36> —4da—4=Ba+2)(a-2)=0 & a:2oua:—§.
On montre par récurrence que a,, > 0 pour tout n € N*. Onaay =12> 0. Si a,_1 > 0,

alors
7 1 7
3 1+a, 3

Ainsi la seule limite possible est a = 2.

On montre alors (encore par récurrence) que (a,) est majorée par a =2. Ona a; =1 < a.
Si0<a, <a,on a alors

> 0.

QO W~

Montrons que (a,) est croissante. On a ag = 1 < a; = % — % Ici apy1 = g(an) avec g(x)

une fonction croissante. Donc la suite (a,) est monotone par les notes du Cours 9 et la
méthode d’Exercice 4 ci-dessous. Elle est nécessairement croissante parce que ag < a;. En
étant croissante et majorée, la suite (a,) est donc convergente avec limite a = 2.

Exercice 4.

i) On a par définition de la fonction g, Vn > 1, m < a,, < M.
Ainsi, Vn € N, a,, > min(ag, m) et Vn € N, a,, < max(ag, M).

La suite (ay),cy est donc bien bornée.

it) Nous avons donc ¢ fonction croissante. Ainsi, < y < g(z) < g(y).

Afin de montrer que (a,),,cy €st mononotone, raisonnons par disjonction de cas :

Si a; > ag, alors montrons par récurrence que a, 1 > a, pour tout n € N.

Initialisation : a; > ag

Hérédité : Supposons que a, > a,_1 pour un n € N*. Alors parce que g est croissante,
ani1 = g (ay) > g(an_1) = a,. Donc (a,) est croissante.

Si a; < ag, alors montrons par récurrence que a,.1 < a, pour tout n € N.

Initialisation : a; < ag

Hérédité : Supposons que a, < a,_1 pour un n € N*. Alors parce que g est croissante,
ani1 = g (ay) < g(an—1) = a,. Donc (a,) est décroissante.



iii) Par propriété, toute suite monotone et bornée est convergente.

iv) Si la fonction g(z) est décroissante, alors la suite définie par la formule ag € E, a,1 =
g(a,) pour tout n € N, n’est pas monotone en général. En effet, supposons que ag <
a;. Alors puisque g est décroissante, on obtient g(ag) > ¢g(a;), ce qui donne a; > axs.
Supposons maintenant que ag > a;. Alors on a g(ag) < g(ay), ce qui donne a; < ay. Dans
les deux cas, la suite obtenue n’est pas monotone sauf si ag =a; = .. ..

Par contre, on peut conclure que les deux sous-suites (as,) et (ag,+1) sont monotones :
Nous voulons montrer que les sous-suites (ag,),cy €t (@2n41),cy SONt monotones et de
croissance opposée (si (agn), oy €st croissante alors (agp41),cy est décroissante).

Si la fonction g(x) est décroissante, alors la fonction g o g(z) = g(g(x)) est croissante :
pour tout x; < x9, on a g(x1) > g(z2) et g(g(x1)) < g(g(x2)). Puisque a,12 = g o g(ay)
pour tout n € N, on sait d’apres ii) que les suites (ag,)nen €t (2,41 )nen sont monotones.
Pour démontrer qu’elles sont de croissance opposée, il suffit de constater que la relation
d’ordre entre ag et as, est opposée a celle entre g(ag) = a1 et g(az) = as.

v) Posons Vz € [1, +o00], g(x) =7 — g

I1 est facile a voir que g est strictement croissante, minorée par 1 et majorée par 7.

D’apres #7i), nous avons donc que (ay),, oy €St convergente. Sa limite est donc solution de

7T+5
'équation | = 7 — — et donc de 1’équation I — 7] + 6 = 0. On trouve alors [; 5 = —

De plus, a; = 4 > ag donc d’apres ii), (an),cy €st strictement croissante. La solution
[ =1 ne convient donc pas. Ainsi, [ = 6.

Exercice 5.

Supposons que (ay), oy converge vers un réel [. Alors [ est solution de 'équation I = /b + 1.

1++vV144b
2

Cela revient & résoudre le trinome 1> —1—b = 0 ce qui conduit & l; o = . Cependant,

14+ v1+4b
5 .

I’équation | = v/b+ [ impose [ > 0. Ainsi, on a [ =

La fonction g(z) = /b + x est croissante pour tout b > 0 et x > 0. De plus,onaa; = vb+ 1 >
1 = ag. Alors par Exercice 4(ii), la suite (a,) est croissante.

Il nous reste a démontrer que la suite (a,,) est majorée. D’abord, par définition de (ay,), oy, nous
avons que Vn € N, a,, > 0. Ensuite, montrons par récurrence que Vn € N, a,, <.

14++/1+4b
;carb>().

Hérédité . Supposons qu’il existe n € N tel que a,, < [. Alors

an+1:\/b+anb:ﬁ_l VE—-Il+a, <VE2-1+1=1.

Donc (a,,) est majorée par | = LAY Alorg (a,,) est une suite croissante et majorée, donc
2 3

convergente, et on a
. 1+ v1+4b
lim a, = ———.

n—oo 2

Initialisation 1 ag =1 <

Remarque : Nous pouvons aussi utiliser le résultat de I’Exercice 7 de la Série 5 :

Soient (an)nen €t (bn)nen deux suites, et 0 < b, < 1 pour tout n € N. Soit [ € R tel que

any1 — L =by(a, —1) Vn eN.



Alors la suite (a,) est convergente.
a J—
Ici b, = Ll pour tout n € N. Puisque a,+1 > a, et 0 < a,, < [ pour tout n € N, on
Ay, —
obtient 0 < b, < 1. Cela démontre que la suite (ay), .y est convergente.

Exercice 6.

Si la limite a = lim a,, existe, elle satisfait 1’équation

n—oo
L, 1 2
a:1—|—§a—§a & a"—3a+2=(a—1)(a—2)=0, (1)
et donca=1oua=2.
On a )
_1+1 3 1 3_1+9 3_11<12_3_
2= To\e) T2 T TR T g TR 2T M
Montrons par récurrence que la suite est minorée par 1. On a
3
(1125217

et si a,_1 > 1, il suit que

1 1
szl — 5(1”_1 =1+ gan_l (an—l - ].) Z 1.

2
De plus, la fonction g(z) = 21 + 132 — %x est croissante pour tout x > 1:siz >y > 1, on a
+

1
2

209(z) —gly) =2> —z—y*+y=(r—y)lz+y) —(r—y) = (z —y)(x+y — 1) > 0. Alors

en remarquant que 1 < (a,) < =, par Ex. 4(ii) et (iii) la suite (a,) est décroissante et bornée,

donc convergente, et sa lilmite est a = lim a, = 1.
n—oo

Exercice 7.

i) VRAL (|an|)n>1 est clairement minorée par 0 et toute suite décroissante et minorée
converge.

it) VRAL On a |a,| < |a;| pour tout n € N*.
1
i11) FAUX. Contre-exemple : Prendre a,, = (—1)" (1 + —)
n

1 1 1
iv) FAUX. Contre-exemple : Prendre a,, = 1 + — = n . Alors — =
n n a, n -+

qui est conver-

gente et donc bornée.

v) VRAL On a |a,41]| < |an| & a2, < a2 pour tout n € N*. Ainsi, (a}), oy est décroissante.

n €N

De plus, (a2), oy est clairement minorée par 0. Toute suite décroissante et minorée
converge.
, n+1 1 n? )
vi) FAUX. Contre-exemple : Prendre a,, = . Alors — = ——— qui converge vers 1.
n a2 (n+1)

1
vii) FAUX. Contre-exemple : Prendre a,, = (—1)" <1 + —). Alors |a,+1 — ay| > 2 pour tout
n
n € N*.



Exercice 8.
i) Onaa, = sin (2 + HLH) = (sin3, sin(2+43), sin(2+3), sin(2+7),...). Puisque sin(z) est
décroissante sur [2,3] C [7/2,7], on a x, = sup{ag, k > n} = (sin(2), sin(2), sin(2),...)

et limsup a,, = sin(2). On a aussi z, = inf{ag, k > n} = a, et liminfa, = sin(2). Alors
n—oo n—oo
la suite est convergente et lim a,, = sin(2). On trouve facilement sup{a, }neny = sin(2) et

nf{an)nen = sin(3).

ii) On a a, = sin (2 + (71)n> = (sin3, sin(2 — 3), sin(2+ 1), sin(2 — 1), sin(2+ §),...).

2n+1
Puisque sin(z) est décroissante sur [2 — 3,3] C [1/2,7], on a

), sin(2—l), sin(2—

z, = sup{ag, k > n} = (sin (2 — 3 5 H,sin(2-1), ..)=

: 1
= sin (2~ ey

et limsup a,, = sin(2). On a aussi
n—oo

zp = inf{ay, k > n} = (sin 3, Sin(2+%), Sin(?—i—%), Sin(2+%),sin(2+%), )=

— g 1
= sin (2 + 2(n+1)+(—1)n+1) ,
et liminfa, = sin(2). Alors la suite est convergente et lim a, = sin(2). On trouve
n—o0 n—oo

facilement sup{a,}ney = sin(2 — 1) et inf{a, }nen = sin(3).
1

iii) On a a, = cos(mn) + &2 = (2, -1-3,1+3, -1—3,

] + £,...). On obtient

xn:sup{ak,an}:(ZlJr%, 1+%, 1+%, 1+%, )=
1
:1+Wa

et limsupa, = 1. On a aussi
n—0o0

zp =inf{ag, k>n}=(-1-1, -1—3, —-1—1, -1—1, ...) =

1 4
=] -1 _
n+ 3+(;1)n I
et liminf a,, = —1. Puisque liminf a,, # lim sup a,,, la suite diverge. On trouve facilement
n—r00 n—00 n—00

sup{an neny = 2 et inf{a, }neny = _%.

Exercice 9.

00 n n—1
i) VRAL Supposons que > a, converge vers S. On a a, = > a, — Y ay.
n=0 n=0

n=0

n n—1
Or, lim (Zan — Z%) =95 —5=0donc lim a, =0= lim |a,|.
n=0 n=0

n—oo n—oo n—oo
1 1
i1) FAUX. Contre-exemple : Prendre a,, = —— et b, = ——.
2(n+1) n+1

i1) FAUX. Contre-exemple : Prendre a,, = (—1)".



iv)

i)
it

viii)

i)

VRAI Remarquons tout d’abord que la suite de sommes partielles est croissante :
Vn € N, S,11 — Sp = |ans1| > 0. De plus, (S,) est bornée donc majorée. Toute suite
n

croissante et majorée converge. Donc 35 € R, tel que lim ) |a,| = S. Ce qui démontre
— 00 n=0

&)
que > a, converge absolument.
n=0

N —

FAUX. Contre-exemple : a, =

FAUX. Contre-exemple : a, = —n.

VRAL > (—1)" a, converge absolument.

n=1

n
VRAIL La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes. »_ a, converge

n=1
absolument. Donc d’apres Q1, lim |a,| = 0. Il existe donc ng € N tel que ¥n > ny,
n—0o0
00 no—1 o)
la,| < 1. Décomposons notre série : > |a,| = > |an| + > |an| = A+ B car la série
n=1 n=1 n=ng

o
converge. En remarquant que V|z| < 1 on a z? < |z|, nous pouvons écrire que . a2 =

n=1
no—1 [e'e) no—1 o)
a2+ > a?2 < Y a? + B. Le premier terme étant une somme finie, Y a? converge.
n=1 n=ng n=1 n=1

FAUX. On a pour tout n > 2 que y/n < n et donc % < \/Lﬁ Comme la série harmonique
diverge, on conclut par le critere de comparaison que la série en question diverge aussi.



