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Analyse |

Résumé: Calcul intégral.

Définitions et résultats.
1. L’intégrale d’une fonction continue f : [a,b] — R sur un intervalle fermé borné [a, b]! est

I'infimum des sommes de Darboux supérieures, ou également le suprémum des sommes
de Darboux inférieures par rapport a toutes les subdivisions de l'intervalle [a, b]:

/ f()do = S(F) = 5(1)

2. Si f:[a,b] — R est continue, alors on pose

/baf(af)dfv :Z—/abf(ﬂf)d:v; /aaf(x)dm -

3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et ¢ €]a, b[. Alors on a

/abf(x)da;:/acf(x)der/cbf(x)dx

4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et m = min ) f(x), M = maxy f(z). Alors
b
m(b— a) < / F@)dz < M(b—a).

5. (Théoreme de la moyenne).
Soit a < b, et f : [a,b] — R une fonction continue. Alors il existe un point ¢ € [a, b] tel

que
/ f(@)de = F()(b - a).

6. Une primitive F'(z) d’une fonction continue f(z) sur un intervalle fermé borné [a, b] est
une fonction continue sur [a,b] telle que F'(x) = f(x) pour tout z €la,b]. Si Fi(z) et
F5(z) sont deux primitives de f(z) sur [a, b], alors Fi(x) = Fy(z) + C pour tout x € [a, b,
ou C eR.

7. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors la fonction
~ [ s

!Dans ce résumé on suppose toujours que l'intervalle [a, b] contient plus qu'un point: a < b.

est une primitive de f(z) sur [a, b].
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10.

(Théoreme fondamental du calcul intégral).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si G(x) est une primitive de f(x) sur [a,b],
alors

b
/ f(z)dr = G(b) — G(a).

(Intégrale fonction de ses bornes).
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, g, h : I — [a,b] des fonctions dérivables sur un
intervalle ouvert I. Alors

e

- ( [ dt) = (gl@))g' () = F(A())H ()
(Propriétés d'intégrale). Soient f, g : [a,b] — R dew fonctions continues.
(a) /ab(af(x) + Bg(x)) dz — a/abf(x) dz + 3 /abg(x) dz pour tout o, 3 € R.
(b) Si f(z) > 0 sur [a, ], et ¢ €]a, b, alors 0 < /acf(x) dr < /abf(x) dz.

b b
(c) Si f(z) < g(x) sur [a,b], alors / flz)dx < / g(x)du.

Technique d’intégration.
(Changement de variable).

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, et ¢ : [a, f] — R une fonction contintiment
dérivable et telle que ¢([a, f]) C [a, b]. Alors

o(B) B
/ f(x) de = / FOW) (1) dt, == ().
¢(a) a

(Intégration par parties).
Soient f,g : I — R deux fonctions continiiment dérivables sur un intervalle ouvert I, et
la,b] C I. Alors

[ @) ds = @@~ [ g@)f @) d



3. Primitives de quelques fonctions.

f(x) F(x)
', reR r# -1 Lx’”rl—i—C'
] r+1
— Injz|+C
x
e’ e’ +C
a®, a>0,a#1 Lcf”—i—C'
Ina
sin () —cos(x) + C
cos(x) sin(z) + C
1
cosi(x) tan(x) + C
—cot C
sin?(x) cot(x) +
sinh(x) cosh(z) + C
cosh(x) sinh(z) + C
1
T2 arctan(z) + C
1
i arcsin(x) + C

4. Intégration de quelques fonction rationnelles (Essayez de comprendre la méthode plutot
que mémoriser). Soient a, b, c,d,p,q € R.

1 1 .
(a)/ax+bdx:Eln\ax%—b\—l—C,suL;éO,

1 11
b) | e =~ o O sia £ 0.
()/(ax+b)2 v aax—i—b+ sia

cr —d ac—d d — be

o= Inje - Infz —b| + C, sia#b, ¢ #0.

(c) /(x—a)(x—b) e n |z a|—|-a_b njlz—0b+C,sia#b, c#

2
arctan <M> + O, sip? —4q < 0.

(d) / ! d !
e — r = ——
Aprtg \g-p/a

T 1
(e) /mdx:§ln|$2+62|+c

q—p*/4

Intégrales généralisées.

1. Soit f : [a,b]— R une fonction continue. On définit l'intégrale généralisée

/ Cfydt = tim [ ),

z—=b" J,

si la limite existe.



. Soit f :]a,b] — R une fonction continue. On définit I'intégrale généralisée

b
li
/a+ rlgl_«_ / f

si la limite existe.

. (Critere de comparaison).
Si f,g : [a,b[— R sont deux fonctions continues telles que il existe ¢ €]a,b| tel que
0 < f(z) < g(x) pour tout = € [¢,b]. Alors

b
—si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge;

- .
—si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.

- 1
b 1 _ 11—«
/ _at=| 1= a(b a7 a<l1
o (b—1) diverge, a>1

1
1
1 -
T s —— a<l1
o+ diverge, a >1
. Soit f : [a,b|— R une fonction continue. Supposons qu’il existe o € R tel que

r—b—

lim (b — 2)*f(z) =1 # 0. Alors I'intégrale généralisée / f(t)dt converge si a < 1

et diverge si a > 1.

. Soit f : ]a,b|— R une fonction continue. Alors on définit I'intégrale généralisée

/aj f(t)dt = /Gj f(t)dt—i—/cb F(t) dt

si les deux intégrales généralisées convergent. La définition ne depend pas du choix de
c €la, bl.

. Soit f : [a, 00[— R une fonction continue. Alors on définit I'intégrale généralisée

/oo f(t) dt = lim ") dt

si la limite existe.

. Soit f: ] — o0o,b] — R une fonction continue. Alors on définit 'intégrale généralisée

/_f(t)dt:: iim_ [ (o)

T—r—00

si la limite existe.
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Soit f :]a,co[— R une fonction continue. Alors on définit I'intégrale généralisée

/:f(t)dt :z/aif(t)dwr/:of(t)dt?

si les deux intégrales généralisées convergent. La définition ne depend pas du choix de
¢ €la, ool.

Soit f :] — 0o, b[— R une fonction continue. Alors on définit I'intégrale généralisée

| twie= [ s [ fwar

si les deux intégrales généralisées convergent. La définition ne depend pas du choix de
c €] —o00,b[.

Soit f : | — 0o, 0c0[— R une fonction continue. Alors on définit l'intégrale généralisée

|t [ swder [

si les deux intégrales généralisées convergent. La définition ne depend pas du choix de
¢ €] — 0o, 0.

(Critere de comparaison sur un intervalle non-borné).
Si f,g: [a,00[— R sont deux fonctions continues telles que il existe ¢ €]a, 00| et
0 < f(x) < g(x) pour tout z > ¢. Alors

o0

—si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge;
si/ f(t)dt diverge, alors/ g(t) dt diverge.

1

<1 — 1
1t diverge, <1

Soit f : [a,00[— R une fonction continue. Supposons qu'il existe § € R tel que
o0

lim 27 f(x) =1 # 0. Alors l'intégrale généralisée / f(t)dt converge si > 1
T—00 a

et diverge si < 1.

(Critere de convergence pour les séries numériques).
Soit f : [1, 00— R une fonction continue, et supposons qu’il existe a > 1 tel que f(x)
est positive et strictement décroissante pour tout x > a. Alors 'intégrale généralisée

[e's) o0
/ f(t)dt et la série numérique Z f(n) convergent ou divergent en méme temps.
1

n=1
o

En particuliere, la série g — converge si et seulement si p > 1.
n

n=1



