
Rappel: Limite dinne suite .
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DifSoitCan
un suite de nombre recen

#E > O JnoeI : Enzno-lan-1/ = E
.

Ex
. SoitpeQ ,p > 0. Considerons la suite do = 1

,
an=p

,
121.

Alorsiman =p = 0

Dimi Suit E30
.

On cherche no e: Fuznop-0eE

= [hP( = ) h (voir Exercise : Si 02X1y =X
*=yet xymeN)

ps

Puisque I n'est pas borne = 7 not : Not Enzno= Eat
=P =) = -01E

.

=> Par la dif de la limite h = 0 #

Autrement
,
on pent poser no=1) + 1 =not et montrer que

dans a cas Fran on a E .

Em = 0 Xp



Exercise Vx,yeR : 02X = y = > XMaym et X-ym AmeN
* - 59-

(1) Soient a, b, c,deIR : 0ca26 et Dad
.

Alors Ada as
b - az0, 28 = bc - acz0 ; d- 20 et bz0 = db-60 = bdzbeac = bdzac

(2) Si 0 < X = y => XM1 ym FmEN* par recurrence : m = 1 = X1y Frai.
par(1)

Supposons X
*

Lyn Alors : x1y et yayn => X
**

2 yn
+ 1 Frai

=> par recurrence xMz ym Eme
*

(Aussisi x + y => x m < ym).

(3) Si 02X = Y = > Xzym FmeN *. Par contrapose : supposons
xtus ytm

Alors par (2) (x)m > (ym) m ELX > Y ,
contradiction

puisque X*Y
=> xmymfme/* MX

Proposition (unicite de la limite).
Soit (an)ne une suite de nombres reels , telle que a

EIR et 6EIR sont

des limites de (an). Alors a = 6.

IDZ
,

53
.

2
. 4] Si elle existe

,
la limite dune suite est unique .



Inegalite triangulaire. (x+ y | + (x| + |y | #x
, yEIR

- 60-

Dem : Ex
, yeR on a : x < (x) ef -x = (x) ; y = (y)e + - y = (y)

Alors Six+ y20 => (x+ y) = x+y((x| + |y | 3 => (x+y)-(x) + (y
Six + y10 = (x+y) = - x- y = (x) + (y)

#

Ex
.

an = fu
,

neN
.

Alors an est divergente.
Par absurde : Supposons qu'il existe la limite

le de (1)" .

Soit E = + = Jnoe : Enznolan-ele

dev = 1
,
dem

= -1 ke= -k : 2kzno et Chelzno on ai

Iden-el = 11-elt et Idem-el = 1-1-el -
> +

I'
-- &

2 =(2 - 1 +(1 -e)-(e - 1) + 1 - 1 - 2) = + + 4 = z 11 1 . ]&

- 1
=> 2 = absurde = (an) = Hest divergents. X -1

l #i



Proposition. Tou suite convergence est borne.
- 61-

Demi Soit Liman = le et soit = 1 Inoe : Ehano

on a 19n-el = 1 Enz no

Az An , nano

a
,

Go

111 III , 111111
l - 1 l+1

Soit S = [00
,
9
. ... Ano , 3 ensemble Li de nombres reels

=> J max Set min S

=> La suite (and est majore par max (max S, l+1)
minore par min (min S

, -1) #

La reciproque de la Proposition est fausses (1" = an est forne
par-1 et 1

mais divergente.



~

operations algibriques sur les limits. - 62-

Proposition Soient (an) ef (u) daux suites convergentes . Liman-a , limb
n -X

Alors :

(1) Cim (antbn) = a = b & voir (DZ 53 .
3

.3)
(2) lim (an br) = a.

(3)im ()= silimb=

Remarques .
(1) Si Cantbul convergente > Soit (an) et (On) convergent,

soit (an) et (u) divergent. Ex : an = n
.
En = -h => Anton = 0 Ene

Si (6u) converge
et Cantful converge =

clors (an) converge
an = Canton) -On converge par Prop+1

(2) Cas particulier : Silin(an-An) =0 Soit liman,
soit les deux suites (an) et (bn) divergent.
Ex : An = n +u

,
br =n = anyon : int O



'

(3) FpERR , si liman = a
,

Alors impan =p.
-63-

Demi Soitps0.

Soitezo InoeN : Frano
, lan-alees-are-Espan-pare

=> Ipan-palE Fuzno=Impan-p
(4) So it Can On) convergente

.

=> Soit (an) et (6u) convergent
. an

,

buf Anbn=

=> Soit (an) et (u) divergent an = (1)
,
Sn = f)+m = anon = 1+ com

=> Soit une converge ,

l'autre diverge An = (n + 1)
,

Sn= => Anon = it com
Mais si limbn = 6 +0 = (an converge

an
=anbul

ra

hm (bul = 6 + 0 = Par Prop (3) => (an) converge.

(5) Si liman =O , alors la suite (a) est divergente ,
so ele exist

Demi VEsO InoEN : Frano : Can-oleslankeslank
So it Mc0 . On choisit E= =>uzno => link t = M

=> (a) n'est pas borne divergente #



Proposition. Quotient de deux suites polynomiales .
-64-

Xn = aphP +.. an + do 9 : ER
, 9ptO , P, geINP

yn = bqh9+... + b, n + 60
,
biER bq # 0.

Alors in (a) = SipcqS , Sip = qdivergente , sip > 9

Idie : T
O O
-

* STo9
- ~

Invo

a p9p-po divergenti
pas bornes.

Ex
.lim-

-> -1

immet = 0
-

YO -> 1



- 65-

-
Relation dordre

.

Proposition Soient (an) et (8r) deux suites convergentesiman =

a
,
limba=

↑

h-

Supposons que JMoEN: Fnzm. => Anzon
.

Alors a s 6.

Dimi Par absurde
. Supposons que and Soit= 0

An
I n No a On nano

#114H (I I I
6

=>JotI : Eneno a-flaudate et 6-E1bn <b+ E

=> En = no => and a + E (16-E1On Anzno

=> Fuzno an On
= Fnz max (no

, mo) = SanFn = Mo an2 On
contradiction

=>han =a hm #



Theoreme de deux gendarmes pour les suites
- 66-

Soient (an)
,

1bu)
,
(a) trois suites telles que

(1) liman = lim =
n- 0

(2) Jkt/N: Fuck => Anton Cu

Alors limbn = l.
n->*

Dim : Soit E30= Frot/N : Frano on a:

- ESAn-l < E et-ECn-l E E

Fuzk:labu-la-l ↓ W-
Anzmax (nok) - E = Un-lbnlzen-leE

=> - E[bn-lzE Enzmax (no
,

k)
.

h

= 16n-1/13 En > max (no , k) => par
la definition de la limite

limbn = 6.
n- - #



Exemples : Deux gendarmes
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(limnonme
n = 1 =3 - 11 can = 1

- St => Im.
↓ ↓ par

les 2 gendarmes
8 8 5 x1

-

(mem
1. W+Co =N = I+
↓ ↓ ↓
1 1 par

les 2 gendarmes 1



Question 7. La suite suivante est divergente :
->

o

# # [0,0
- 0 divergente

B.sin(2 >↓ ↓
> 2 8 O

-> 0- 3/) E [3, 0, -3, 0 ......
C.T-↓ ↓

8 ⑧

D.n -0
↓ ↓

calin EGE1] - 1cd(n[1
O j


