
Chapitre 2. Suites des nombres reels.
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Exemplesdes suites. Raisonnement par recurrence.

Def Une suite de nombrer reels est une application f:/N-IR
difinie pour fout nombre natural (pour fout nsno/N)

Notation : (an) - Suite on an = f(u); (auin20 = 200
,
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(4) fo = 0
, fi1 , futz = fu +futinew Suite de Fibonacci
disnie par recurrence 90
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(5) Suite arithmetiques an = a . n + b a, 6 EIR ,

a + 0

(6) Suite geometrique an = arm a
,
wer a + 0

,
u + 0



Def. Une suite est majors (minorie) sil existe un nombre M (m) rel
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fel que and M EneI CanmnEN)
EIR fir

-> ↑
un minorantun majorantOn dit

que
la suite est Sonnee si elle est majorie et minoree .

Remarque. Def Ix1X six z0
,

XER valeur absolve dexR
(x1X Six 10

,
XER

can) est borne=> J M20 tel que lanM
VEN

Si BlantA =>

& (1) I
11 11 I:KB =B

M = max (1A) , /B1)
=> lan/M

.

Def. Une suite (an) est croissante (strictement croissante) si pour fout new
on a an + 1 = An (An + 1 > An)

Una Suite (an) est decroissante (strictement decroissante) sipour tout nex

on a An
+ 1

= An (an + 1
< And

Une Suite est dite (strictement) monotone si elle est (strictement)
croissante on (strictment) decroissante.



Ex
.

(1) An = n strictement croissante : Anti-an = n + 1 - n =10
-5/-

Elle n'est pas majorie : IN nestpas majore (on a demontre avant)
Elle est minore par

0.

(2) An = nt strictement decroissante : an=2 = an EneN

borne O = 1

(3) An = (1)" pas monotone
,

borne : -1 an21 Une

(5) An = a . n + 6. Strictement croissante s: a > 0
,

strictementdecroissante si a so

an + 1
- (n = a(n + 1) + 6 - G . n - 6 = a

x
Archimice

Siazo => FSOFbER JneIN : an > S-6= an + b >S

=> (an) n'est pas majore ,

elle est minors par
6

Si a co = (anl n'estpas minore ,

elle est majorie par 6.

(4) fo = 0
, fi = 1

, futz =futfuts : fu +2-fu+=fr20 Fue Comme desnom.0.)
croissante

(fn) west pas majorie
fu+ s -fu ? 1

prisque
/Nn'estpar majore

+ fn fn-121 etfinn = 1Sf3 - fz = 1 => la Suite (fu) n'estpas

F majore .



Raisonnement
par

recurrence. So it P(n) une proposition dependant
-52 -

d'un entier naturel n
,

telle
que

(1) Initialisation : P(no) est vraie
,

et

(2) Heredite : Pourfout nino
,

P(n) implique P(n + 1.

Alors P(n) est raie pour fout- no·

Proposition Ent *, on (fu) est la suite de Fibonacci.
Soit Pluslaff

4) L'initialisation : n = 1 : fi-fifo = 1-1 . 0 = 1 = (177 = 1 Vrai

(2) L'heredite
. Supposons que

P(n) so it vraie. Considerous P(n + 1)

fut-fu+zfu = fute(fntfu) - (fu +fut) ·fu =futifuifu-frifu-Futifu=
= futiful-fu= =-F=

= fri-futzifn = (1)
Par recurrence

,
P(r) est vraie Enz1 #

Remarque. Generalisation de la methode de recurrence : So it P(n) are proposition
-

(1) P (nd)
,
P(not) .... Ploth)

,

↓ fixe sont vraies qui dependde neI.

(2) ( P(n)
,
P(u + 1), ... P(n +k)y => P(n + k+ 1) Fn no S => Plul est vraieEnz no



Demonstrator - l'heredite
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par recurrence :

les dominos
↓

thatinndcinitalisatioan er les duix parties de largument :
l'initialisation et l'heredite

Contre-exemple 1 . Hypothese :
"Tout nombre naturel estegal au nombre
naturel instant

.

Heredite : Supposons que P(n) est vraie : n = n+ 1

Alors en ajoutant 1 a l'egaliti on obfient n + 1 = n+ 2 = Platest vraie.

Faute : On a oublie l'initialisation
,

mais Of1 (Axiome de IR)
=> L'hypothese n'a pas ete demontree

.

ExTrouver la somme de n premier nombres naturele impairs .

S, = 1 Hypothese :S= n
Sz = 1 +3 = 4

Sy = 1 + 3 +5 = 9

Sy =

1 + 3 + 5 + 7 = 16

i



Demi par recurrence : (1) Initialisation : dijn demontre pour n = 1
.
2

,
3

,
4 -54-

(2) Heredite : Supposons que Sn = n2
.

Il fact en dinver que Sn +i

* (n +1)

Sn+
= 1 + 3 + 5 +

...
(2n+ ) + (2n + 1) = Sn + (2u + 1) = n2 + (2n + 1) = (n + 1)2 Frai .

- P(n)
Sn

=> par recurrence (k -1) =n2ne N
*

#

Contre-exemple 2 . Hypothese ,
Nous les crayons sont de la mine couleur

(dans n'importe quel ensemble de n21 crayons) .

Dems
(1) Initialisation : n = 1

Dans un ensemble din eul
crayon

tous les
crayons sont de la meme couleur

.

=> P(1) est vraie .



(2) Heredite : P(n) = P(n + 1)
.
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On
suppose que

fort ensemble de n crayons contientseulement
des

crayons
de la meme couleur

.

Soit [C , 2
...

Cn +
1] un ensemble de (n + 1) crayons

Alors 9C ,
C ... [n] sont tous de la mime couleur

-

enambla SC ... Ent sont fous de la meme coul
(parP)-

mime couleur
-

& C, C ... In Cn+, 3 cont tour de la meme couleur
-

meme couleur = P(n + 1)
SPar recurrence

,
tone le crayons sont de la mime couleur

H

La faute :
L'heredite P(n) = Plati) est demontre

seulement pour 12.2Pourtant l'initialisation est demontre seulementpour n = 1

Mais P(1) * P(2)

E ....

la fante



Def. OnditLimitede switlest convergente et admet pour limite
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be nombre real CER si pour
fort 230 il existe not/N tel que

pourfout nino on a IXn-l/ = E
.

Notation
:im Xn=

Remarque (xn-llEE(=> -E-Xn-l2E Es 1-2 -Xn - l+ E

ball+E

↓ K
,

11" /1 -

- XyX3
fous les elements de la suite apresno

Qual que soit E>0 on peut toujours trouver noE/N
,
telque

tous les elements de la suitz (Xu)nzno es trouve

dan l'intervalle (e-s
,
C+E].

Def. Une suite
qui

n'est
pas convergente est dite divergente .



Ex
. La Suite (an)

, an=e est convergente,li = 0.
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Demi Soit 230 . Il faut dimontrer l'existence de no/
(qui peut depende de E)

fel
que

Enzno = lan-01E

Don :-O
> 0

Soit no = (2) = No + 1 = (2) +1g = Nos-1
= fran n +12nota-0l
=> Pour tout E30 J no = Lz]E telquenano on aIO *E·

=> Fnc_ no = n = 2 - 1 = m +1= = / -0lE

= = 0 I



Question 6. La suite suivante est divergente :
fn = n -1

A :

An =Fift on fu sont de nombres de Fibonacci an = then
E307no:uzno,F2-OkE

B : On = (1)" sin (in+) On = (1)" (1)"= 1 suite const.
lim an = 0

limbn = 1 n+

he

C: =En * tan== itan( ++) = tanc = an = t constante

VLfIR

D : dn = ( 1)(8234 dn = 1
,
-1

,
-1 - 1, . . . .

Sh-3 at impaire nz1lindn=

E en = cos( + in) * a( = ,

ca( + T) =
- E

,

(( + 2x) = cst

VEIR

= en = I
,
-E,, z, .... divergente .


