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On a vu que l'equation X= 2 na pas
de solution dans Q

Maintenat : l'equation x= -1 n'a pas
de solution dans IR.

Exercice : Derivera partic des axiones de IR [DZ$1
.

1
. 5]

(1) Six z0 = - x = 0 : X = 0 = (x + (x)) = - X = 0z - xFxER

(2) Exer 0 .

x = 0 : @x = (0 + 01 - x =(+ 0 .x = > 0 = 0 . xfxEIR

(3) FX (R
,

X - x = ( x) . ( x) = 0

0 = 0 . x = (x + (x)) - X = x - x + (x) x = 0 => ( x)ox = x . (-x) = - x - X

0 = 0 . (x) = (x +(x)) - ( x) = X- ( x) + (x) . (x) =0 = x - (x) = ( x) -x = - ((x) -(x))] =>
=>X . X = (x) . (x)

.

Six = 0 = X - X= (x) .(x)y8
Six 10 = > (x)2 0 = (-x) .(x) = x x =

0) = xxz0
EXE . IR

.

(4) - 120 : 1 + Oparaxioms = - 1 + 0. Si -1 > 0 = (1) .H) = 1 :1 =10 absurd

prisque on suppose (1) >0 (roir (1)
=> - 140

.

Par (3) on a : X20 FXEIR] = > X= - 1 n'a par
de solution damIRIPar (4) on a : - 110

Alors on introduct leymbolei" tel que i = -1



On considere les expressions
de la forme [z = a+ifI

,

on a
,
beR

-3) -

avec les operations suivantes :

((a + ib) + (c + id) = (a +c) + i(b+d)
JOEK : 0 + iO = 0 tel que (a + i b) + O + :0 = a + ib Fa

,
beIR

= oppose pour (a + i b) : (-a + i ( b)) + (a + ib) = 0 + i0 = 0
.

() (a + i b) · (c + id) = ac - bd + :(ad+ bc)

51C : 1 + :0 = 1 : (a+ i b)(H+ i0) = a + 16 Fa
,
beR

Size : z + 0 =Jzte : z . z7 = z z = 1

Proposition Soit z = a + ib + 0 = Fz = ab Iz0E +b

Verification : (a +:6)-ba 1

z = a +ib (
*

= Zt=
Exercici verifier la distributivite : z , 172 + zs) = zizz + Zizz Fz

,
zz

,
zae.

Donc C est un corps commutatif.



& n'est
pas

ordonne : Si is 0 => = = 110 [mais-110 absurde
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i < 0 = ( i) = - 170 dans IRCK

Remarque : On a deux racines complexes de l'equation z= -1 : Zei et zz = -i

3 forme du nombres complexes .

iR

panY =

0
-

-zat
e

Forme cartesienne Forme polaire (trigonometrique)
ESY IR

z =a + if a
,
b EIR

z = Rez + : Imz
z =p(Y+ :sint)920 ,

YER

Rez =pcosY ,

Imz =

partic rittle
*partie imaginaire Sant

Rez = a
,
Imz = 6 EIR 1z) = popeiny =10

Le module de z
le module de z =

L'argument de Z telque z++

Iz) = FRImz)=+ 0 & 0 = sinY =E ,

Y=
(z) =0() z = 0 => Dest defini a 2ki pres ,

ke

si et sentement si tan4= sia =Rez



Comment trouver l'argument down nombre complexe z = a+ if ?
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On utilise la function arctanx

Si z = a + ib : as 0
,

alors arctan
: IR-J,(

Y = argze J., l
=>

argz = arctan()]l 0--Targe
a 2ik pris ,

ke2

Si z = a + ib
,
a so

,
alors

Y = argze], 3) = -partan
argz = arctan() + it

a 25th pres ,

ke I Y =arctant

Si Rez = a = 0 =) argz
= Esi Imz = b > 0 Z

↑Y= argz=

argz= Si Imz = 6 < 0
Y=augzz
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Remarque L'argument de z est defini seulementpour z +0.

"

Troisiems forms de ze C : la forme polaire exponentielle.
dif

Def Soit z = x + iy K . Alors =exp(z)= Cosy + isiny)
En particulier : exp complexe *

exp reille

Siz = x fR(( = e
=

= e
*

(20 + isn0) = e
*

(y = 0)

Siz = iyfiR(k = )ez = e(cy + isny) =eY(x = 0)

2Y = cosy+ ieiny Formale d'Euler FyeR

ei(yi +ya)
= ((y, +y) + in(+)ci_emyeiny2

+ : /eny, cosy2 + cosy, mix2)
X

et . &Y = (ly , +ilny) (cosya+ilinya) = casy, cosy2
-

siny, Sinyz + :(cay, tiny2 + tiny, 2014a)
=> lix .ex = ei(y + (2)

= e. ekit
-1 = 8

Siy,
= y + 2ki = +Y = (i (y + 2km)

= eM(2ki + isin2ki) =ei
kEZ/

=> l'exponentille purement imaginaire est 2-periodique.



-35-

Rappel: forme polaire trigonometrique z =

e (4+ icin4)
=ge
il

-

ePpur diff
↑
forme polaire
exponentielle

z = Rez + iFmz = 1z)(os(argz) + iein(argz)) = 121 ·eargzlesformacomplexeCartesienne polaire trig. >> polaire exp

on 1z1=R+met le module de z

Si /z1 + 0 =

argz
= arctan) ,

si Rez

= arctani, si Rez defini a 2k

= Si Ruz = O et Imz > O S pres
,

be Z

= si Rez = O et Im =< P

Tris souvent onecrit la forme polaire z =p(c4+ isin 3) =se



Soit y = i
,
y = 0 = z = x+ iy = 0+ it=l = 2 - client = - 1

-36-

ei = - 1

Formule diEuler



Question 4
. Soit z = e(e")

,

yer

Alors :

A
. argz

= Y z = f(e
: 4)

= ecy+ isn)
=

= ecaypising =

⑬ 1z1 = easy
= ecY (cos(sing) + iein(sin4)

C
.

Imz = esny
(z) = easy

D. 1z1 = 1
argz

= sinY

E
.

Imz = sin(any) Imz
= ecYsin(sin4)

Rez = e@Y cos (sinY)



Ex1 z = -1 + i Forme polaire ?
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Iz1==&
, argz = arctanzarctant =-E=

=> z =ei
Ex2

. z = 5e Forme cartesience ?

z = 5(c + isn) = 5(z +i) =- [·
Rez Im Z

-5

Multiplication en forme polaire.

Proposition . Scient zigg ,

e
, zegelit z

,

+0, + 0.

Alars zizz =

Age
eithe

Demi
Zizze , lineeitsp eit,eiteill

par la propriete de multiplication da exponentielle complexes
I

Si z
,

= /Z
,
leiargz · zz = /Zeleiarger E

, En = /Zillzzleilargztagzul #
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Ex 3
.

soit z = eiY 1zl = 1

w = eich
,

I wi = 1
⑪

= zw = ei(y +1) Y=&

B

Division en forme polaire. z = 121 large +0 &
1

=> z = pey ,30 = z =Ge
-1

Demi
z .z7e.Li =p fill

- 4)
= &

>
= 1 . C

%

= 1

Si z
,

= 1Z , 1 eargz ,

z2 = (72) eargz
,

ze + 0

=> = langz ,-arg
-e) =0



Proposition. (Formule de Moirre) -39 -

Pour tout &20 ,
YER

,
neNP

,

on a le(cos4+ isin4)) "e" (cos(nY) + iei (n4)

P(u) : (eign = greint Formule de Moirre

Demonstration
par recurrence

InitialisationPropositionquidependentmmNI
Heredite (2) Demontrer que P(n) implique P(n + 1) pour

forct n 2m.

=> Alors P(n) est viaie pour n = m = n = m + 1 = n= m +2 =
.

. .
.

. pour
fout n - m.

Initialisation : n = 1 =(peiy)
+

=pl=ee VRAI
Heredite : Supposons que P(n) est vraie pour un ne*: Gen line
Demontions que P(n + 1) est vraie :-
beign = Geig (eb) = printense inItiYnHiRAI

P(n) => P(n + 1)

= Par recurrence la proposition P(n) est vraie pour
fout ne /N

*

E


