
Rappel : L'infimum et le supremum
dun sous-ensemble SCIR.
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Dif
Si SCI

,

S +O et a e IR telque
Si SCIR

,

S #0 et belR est telque

(1)a = x fxS (1) 62xxES

(2) VEso]XeS : X-a]E
(2) #E >07xS : 6- X = E

alX = a +E b- E = X16

Alors a = infS (laborne inferieuredeS) Alors 6 = supS(laborne superieure de S)

X S S X
atEad& (1) 1(() (11/())II 11 11 111

Axiome : Mout sous-ensemble non-vide SCIRI Creels positifs) admet une borne inferieure .

RR! = Gxt/R : x> 0 ?
-
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Thiout sous-ensemble non-vide majore SCIR admet un supremam qui est unique
Yout sous-ensemble non-vide minore SCIR admet un infimum qui est unique .

Dim : (a) S < &XER : x>03 =>
par
l'axone FatIR : a = infS.

(6) SCR : JtER : ExeS = xit mais t < 0

a S a
,

Si
M ((((((1 1,L 114441114(2(2211921)t 01

-t = |t|

Soit S. = [x-t + 1
,
xeS] < R* => Par l'axiome Ja,

= infS,

Alors a a + t - 1 = infS (2) #230 JyeS,: y-a ,
1d

(1) (x S=XaxSy =x-tXx
- a

(c) SCR : JpEIR : ExtS = x=P S

=> Soit Se = CyEIR : y= - x
,
xeS) "

-P
=> Se est minore

par-p => (8) s'applique => F infSz = az = > a =- az = supS



- 24-
Unicite Si infS existe ,

alors il est le plus grand minorant de S
Si sup

Sexiste
,

alors il est le plus petit majorant de S.
En particulier, inf S at supS cont uniques (s'ils existent) .

Idee : par
absurd

. Supposons que Sest fel que 7 sup
et 6ER : 0 est un majorant de Set 6 < supS .

Soit E = S360
=> supS-E > b =XXES 16 est un majorant) S 6 E

M

=> supS - 2 - XxES /(II 1(III
↑ supS

=>cupS-X)E ExeS SupS-E
Contradiction avec : FESOFxES : supS-X = E. ↑

=> supS est le plus petit majorant de S. => unique
Le cas de l'infimum est symetrique E



Notation intervalles. Soit a < 6
,

a
,
6E. Intervalles born's :
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(x +1 : a = x = b) = [a
,
b] intervalle ferme borne

[xER : a < x163 = Ja , 81 intervalle ouvert borne

\xcR : a < x 63 = 19
,
6) intervalle borne ni ouvertni forms

\xE1 : a(x63 = 39, 6]
- I-

dif : - <X EXERR

IRUS-0
,

so , la droite veille acheve

Intervalles non-bornes :

& x + IR : xza) = (a
,

+a) ferme

[xIR : X 163 = 3- 0
,
9] forms

ExtIR : x >a3 = Ja
,

+ 01 ouvert

IxeR : x (8) = 3 - 0 , 82 ouvert

R
+

= (0
,

+ 01 = 9x203
,

RR1 = 30
,

+01 = (x > 03

R
-

= j = 0
,
0] = 9x03

,
R * = ) - 0

, 01 = (x0]

R
*

= R * URE = (x(R : x + 03



Comment trouver supS , infS pour un sous enemble SCIR donne ? -26-

Exemples (1) Intervalle Cornis
. Jup]a ,

83 = 6 6 Ja
, 8)

inf]a ,
6) =ai a &Ja , b]

(2) S = ExIR*: sinx > cosx] · InfS ? SupS ?
X >0

Si sinx = cosX
,
X > 0 alors cosX+ 0 (sinon Jinx#X) cosxSin

=> tanx = 1
-

il fact trouver le plus petit > 0
1111111

tel
que

tanx = 1 = > x=

= infS=; infSkS . IIIIIII
sin ( + 2nk) = 1 > cs( +2+k) =0 fr= E

= S n'estpas majore = supS nexiste pas



Question 3
.

Soit 5 = [xR913 : 13
·

W- 1

XER*= > 0
.

Alors :

A
. SupS = 1

I

B InfS = 0 x = 1
,

x30
,

x+ 1
- I

1 = x2 - 1
2

.

S viest
pas

minore
X = E .....D

. SupS =E
E

. InfS = r2

5 = Jo
,
/CUJE+ [ S

S

infS = 0
.

Swiest
pas majore
I ISSCCl,
j 1 E



-hm. Propriete d'Archimede Pour fort couple (X
,y) de nombres recls
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tel
que

X30 ef y >0 it existe neN
*

tel
que

nx >Y.

Dem : (i) /N n'est pas majore .

NCIR. Par absurde : supposons que
/Nestmajore

=> FxtIR : X = sup /N= pour E
=-IneN : x -n-t =>

X = n +En +1E/ => m > sup/N absurde =>IN n'est pas majors dans IR.
- Im EX

sup(2) Soit * EIR+
alors IneI : n * Enx >Y "I

x > 8

Donc IR est un corps
archimedien

↑hm Q est dense dans IR. Pourtout couple a.
6 : ac6 EIR

it existe un nombre rationnel weQ : a < +6 .

Dem : Par la propriete d'Archimede : In + /N*: n(b-a) - 1 = b -as
=> a < a +18 (6
a==a

Inc) (na)+1
d ↓

is na He ha +i

=> r=e et acrab (na) [ua < (na) + /
-

partie entiere
ME



Exercice : Soient rag r
, qEQ .

Alors il existexR : x9 .

-

() fx(y
,
X

, yeRJz + RiQ : xz(y) (DZ 31
.

3
. 7]

Ex (3) S =(x)a) = Ja
,

+ 01 : 5 infS = a ; supS nexiste pas.

Ex (4)S = (x c Q : x >0et 22x* 19]CIR

Exercise : 02a26> a 2182 (a particle sixz0, /20 => X -y = 0)
x > 0

SupS = 3 (1) x29()X13
,

x > O Frai

(2) Soit 220 => X = 3 +S ; CupS-X = 3-3 =0c FEc0 Trai

infS = r (i) x222 ** Trai

(2) So it 230
.

Il faut trouver xS : <X = E+ E

Par le thn de densite de Q dans IR il existe qeQ: <q+ E

Soit x = min (g, 3) = Xe S et rcXcE+ETrai = infS =r

Remarque.a montre aussi que
le carrs Q ne satisfaitpar laxonie

de la forne inferience. ↑



Remarque S : infSES , on dif que S posside un minimum
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min S = infS dans ce cas.

Si supSES ,
on difque posside un maximum ,

maxS = supS dans ceas

Ex4 : maxS = supS = 3 infS =#S => S n'a pas de minimum.


