
Chapitre 1

. Nombres reels.
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1
.

1

. Ensembles.

Ensemble = Collection des objects difnis etdistincts "G .

Cantor

Remarque. Dans ce cours on considere seulement des elements d'un ensemble

universel bien defini , par exemple les nombres
.

(Zermelo

Rappel sur les ensembles. On
suppose que

les ensembles consideres

contient
que

des elements disn ensemble universel U

a EX appatient⑪i a k Y n'appartientpas

F +
pour
fout Fil existe
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Dif XC Y X est un sons-ensemble de Y
x implique

sous-ensemble fbeX = be Y =>

XkY n'est pas un sour-ensemble

Negation : JaeX et a kY

DifX =Y X(X XCY

Negation : X FY >
cirteulemente

X KY an YKX

① ensemble vide : 0 = [3

= DcX X

XX X



Operations ensemblishes. Soient X
,
Y
,
Z C ensemble universel 1-14-

X Y

( Reunion : XVY SaeU :aeXaYI
f(XVY #> &feU : f(X etfkX] XUY = YVX

XX

(2) Intersection XMY * SaeU : aeXetaeY] D

f(X1Y()(fzU : f(XaufkY] Xny = Y1X

1) Difference X-Y &aeU :acXeta
f(X(y((f+U : fkXafEY] X-Y + Y -Y

en general



Exemple . A (B-C) = (A - B)V(ANC)
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Dem : XEU tel que xE BLCExtU : xBetxeC]

X B-C(2(x(2 : xkBouxt C]
x A) (B(C) =>(x + U : x c A c+ xk(B-C)] =

= (x(U : x+Aet(xBax + C)] =

= [xU :HexB)onext
= (x M : x cA\B3U(xU :x cAne) = (A-B)U(A1C)
B B

E

ALBU(AC)

abA
--
---



Question 2 Soient A
,
B

,
C trois sous-ensembles de 1

.

Alors
partie

a p partiegauche droit
↓ ↓

1
.

(A1B)nC = (Anc)1B x A
,
xtC

,

x + B =Xp .g, xep
.

d
.

2 AU(B1) = (AUB) xA
,
xe2 = xepg , xep .

d
.

13

③. (Ambulanc =An(BUC)
4

.

(A1B)UC = (AnC)U(B1C) xEC
,

xeA
,
xeB = Xepg, Xep .d.

5. (A) B)rC = (C-B)UA XA
,
xeB

,
xeC = Xepgixep .

d
.[

(x + A e+ x =B)ou(x =A e +x=C)
similairea

Xy + Xz
= X(y+ z)

= (x(A)et(x Boux = C)



Nombres naturels
,

rationnels
,

reals - 16-

Les nombres naturels N = 50
,
1
,
2, .... 3 arec +"et,"

et la relation d'ordre : on dif
que a

16
,

a
,
be IceIN: a + c = b

.

Propriate de bon ordre:out sous-ensemble non vide de IN contient
un plus petit element.

Propriate de recurrence : Soit S a IN tel que
Alors S= !(1)0 ES 3

(2) SineS => n + 1 ES construction
Les entiers relatifs : X = 0, 1

,

#2, ..... 3
Ex & poside un element oppose par rapporta baddition

:

*x X = JyE : x+y = 0 ; y = -X notation

Les nombres rationnels : Q = [ , P,g, 970)/(= sips- iris
on ↓VxQ :x + 0 = JycQ : x y = 1

y est le reciproque de x. Notation : * = Y .



Nombres reels IR solutions des equations algebriques - 17-

et nombres transcendants

Proposition Soit X : X = 2
,

x > 0 IR-reils

Alors X Q
.

Demo
par

absurde : Supposons que x= .

p . 9EX ,
930 telque

9
est minimal possible (on utilise ici la propriete de bon ordre (
Alors : 2 = F = 2q2 = p2 =>pretpair => Pestpair

(S : p = 2k +
) => pr= 4k+4k + 1 est impair]

=>
p = 2m =2q2 = p2 = (2m) = 4m2 = q2 = 2m2 = >92 est pain

=> gest pair =>

g
= 2n > 0 j

= X== = on 09 contradiction

=> x ne peut par etre de la forme



Definition axiomatique de IR. - 18-

# Rest un corps : ensemble arec + · satisfaisant bes axione evirants
commutatif fx , y, zER :

()(x+ y) + z = x +(m
-

((X - y) . z = Xo(y + z)

(X + y = y + X (1) X . Y = y
- X

(1)70ER : X + O = X (1) J1 EIR : 1 + 0 et X1 = X

(1) XXER JyfR : x + y = 0 () FX ( (R
,
X+ 0

, Jye : x - y = 1

1)x : (y+ z) = xy + X : z

El Rest un corps
ordonne. Jane relation dordre = telque

pourfout couple d'elements @R on aX
,y

(xzy on y = X et sixyet y = x = X = Y Notations :
() Xzy efy(z => Xz Si -yet x+y=Xy
() Six = y = x+zzy + z Fz EIR Six Y et x+y=> xY .

(1) Si x 0 et y20 => Xoyz0



DDIR est un corps complet. : RR cifait
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Axiome de la forne inferieure
Pourfout sous-ensemble Snon-vide de [xIR : X > 03 il existe

un nombre a R a <O tel
queS

(1)aX (xS

(2) Quel que soit E20
il existe un element xS

tel
que X (a + 2 (=> x - a = 2)

S

i a +E
g W 411/ Unu

XES

S: be axiomes I
,

12)
,

1) sont satisfaites , alors on obtient
↑

un
corps commutatif, ordonne et complet . Se cont les axione

des nombres veels IR.



Borne inferieure at superieure .
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Def Soit SCR ,

S # 0
.

Alors a cR(6cR) est un minorant

sun majorant) de S si XXES on a a = x (x 16).
Si Sadmet un minorant (un majorant) alors Seet minore (majore) .
Si Sest majore et minore , alors SestArne.minorant S

a I (((((( Mulli I

majorant

Def Soit S un sous- ensemble non-vide de IR
.

Un nombre reel 6

(resp . a) verifiant he propriates suivantes :
(1)(xSx = 6(x = a)
12) FEsO il existe un element xeS telque 8-X = E

XES (x-a) = E
S

a Xa + E

((((((6) ((((((
a

Horne superieure infirm (borne infrieure)
deS .est le (supremum 7b = supS a = infS
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dif

Ex S = [IneN*12
, ... )

SCR infS = 0 S x1 = supS

(1) 1 = supS (1) 12 In EneN* Vrai Also
(2) Soit E30 Trouver xeS : 1-X = E

On peut prendre x = 1 S => E30 on a: 1-1 = 04E Frai

=> 1 = supS
(2) O = infS . (1) O AnEN

* Trai

(2) So it 230
.

Trouver xcS : x-01E

=> trouver neN** - & <=)n = + =

On prend (5) + 1 = n =N* = n = (2) +1xt = 2) heS
partieEntire => X= avec n = (E) + 1 satisfait la condition

Vrai
= O = infS .

#


