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Rappel: Series entieres Yar(x-xo ,
anEE

,
XR

Proposition Soitark-Xo"une serie entiere de rayon
de
convergence .

Supposons que antO FreN
(1) Si lim= ave O + 0

,
alors v=

(2) Silimlan
* =

arecO + 0
,

alors=t

Generalisation de (2) : Critere de Cauchy lise
.genera

Si Xu estune serie numerique telle queim sup corne

limeupnT > 1 =>X dir.

Grollaire : pour
les series entiers one siu'n'estpasbornes

*

SoitTanX-Xo une serie entire
;
alors

1 : limsup ManT = l ,

0211 + a

Alors le
rayon

de
convergence r=
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Exemple x ,

ann impair ; an ,

a pai

Trouver le rayon
de

convergence.

limpan =lim===1l rayon de convene
noter que limiter nexiste pass [in] [t] sous-suites

Remarque. Simf=imf)-

lim= lim*limeline concrete[=)
X -*

Xa

LEIR

E)mmm
&

=>lim = 1 F



56 .
2. Serie de Taylor.
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Soit f: rot-IR une fonction de classe CO(I) (indefiniment dirivable)
,

et XoI.

Alors (x(x-x est la serie de Taylor def aupoint Xo
.

Serie entiere

Si Xo =0 est la serie de MacLaurin.

2 Questions : (1) 'Trouver le rayon
et le domaine de

convergencede(x-x)"
12) Trouver l'ensemble ECD : f(x)= x-x)

*

-

IE est l'ensemble on la serie de Taylor converge vers f(x)
Rappel : f(x)=netenta

mead-

f(x)=(x
(x) converge versfRu--=



Ex1
. &

X dif converge your fout xR =DR ,

E=D= -2

Ex2
. f(x) = (nx = f + CO(30,

+x()

fix=* f = -*, f
*(= if=

X = 1

=> Taylor (nx)x-1=
Six - 1 = y = X = y+ 1 = MacLaurin (n(y)y= 0=y

Rayon de
convergence : pour(x-1)

*

m = 1 = r = 1 = 1
.

D -j0,
2

Six = 0 =) diverge , serie harmonie
are

Six = 2= converge, harmonique alterne
=> D = 30

.
2)
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12 m difficien-x

Six = 2 =lim-
kn12

On verraplus tard que D =E = 30
,
2].

Ex 3
. f(x) = Ex = Serie de MacLaurin (donnce par

la seriegeometrique

=>=x ,
D =E=

Ex4
. f(x = Aux f((

*

(IR)
,
f(x =2x

, f (x) =-sinx, f"I-ex,. -

.

f'(0) = 1 , f"(d = 0, f"(0) = - 1
, f"(0) = 0,....

MacLaurin (1inx)= Ex

Critere de d'Alembert
:Im( =Im = 0 Ex ER

=> D =IR
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(2) E =? CmIRn()) =limuculm = 0 ExE
=> E=D = IR

Remarque : Critere do d'Alembert : Em =l =00

D'une facon similaire Jix=Kx
on frouve :

#xEIR
cosX=

Et aussi : =
einhx=e sinhx=X FxERR

coshx= coshx=



Remarque . Exemple de la serie de Taylor (f) qui converge, mais pas vers
-221-

/x
la fonction fix).

Soit f(x = C O

X +O

indifiniment drivable autour de x = 0.

f =&im
t=2

= (x) =7
=> f(d = 0

f'(x= /. = f) =lim
t=2

D'une maniere similare on frouve f((0) = 0 FKz0

=> f est de classe C
*

(IR)

=> Naylor (f)x = 0 = 0 fxEIR

Alors Taylor (f) x = 0 # f(x) eauf pour X = 0.

D = IR
,
E = 50)



56. 3 .

Primitive et derive diuns fonction definiepar une serie entiere .

-222-

Dif . Soit Fintb]-R .

La fonction F : (a, 6) ->Rest une primitivecontinue

def sur (a ,6) si F(x) = f(x)x Sa
,
8).

Si F
,
(x) et Fz(x) sont deux primitives de fix) sur 19. 6] , alors
F, (x) = Fr(x) +↓x (9 .6) on xEIR

Spuisque Fi(x) - Fi(x) = 0 sur Ja, b) => F, (x) - Fz(x) = 2)

Ex
. f(x) = six = F(x) = - xxx + C

f(x) = (aX => F(x) = Six + C

f(x) = t => F(x) = (nx + 2
,

x > 0

f(x) = x
*
= F(x) =X =+

+ C
,

E-

f(x) = e
*

= F(x) = e"+ C



↑Theories (1) Les dux series entieres[buxet(x
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out le meme rayon de
convergence r

(2) Si r > 0
,
alors fixitbest continue surXor,Xo

(3)Si> 0
,
alors F(x) de (x-xo** est la primitive def(x surSxor,x

(DZ , 58. 3)
.

telle que
F(x) = 0

.

Corollaire
. Les deux series entires [ar(x" etkar(-x

out le meme rayon
de

convergence .

↑

Si r > 0
,

alors fix difar(x-x* est continument drivable surJor,x
etf(x)= (x-x

Ex
.=ze]1 ,

1 Soitx= z=

=>= xJ0
,
2) = l rayon de convergence

/
r= 1

L



Considerons((x) = Taylor (nx)x = 1
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Parle Thm
,

la serie entiere est la primitive
de(x- =* et le 2 series ont le mem rayou de convergence
F(x) = Claprimitive de *) = (nx=x-

*

(x = 30, 2)
t . g. F(1) = 0

On a dija un que Taylor (Inx)x = 1 converge verstu2 pour x =2
=> Donc on a pour f(x = lux : E =D = 50

, 2]

Finalement : enx=(x-
,

x]0
, 2)

*=HF(x ,
xE]O2

On note que les domaines de
convergence

de dux series sont differents
dans ce cas

,

mais lesrayons de
convergence sont toujours les memes .



Question 23 La serie entiere (x +1)

A
. Converge pourfout xEIR hmmlim =

-
=
+

-B. Divergepour X = 0, 12 =lime
C . Diverge pour X = -I he

⑪. Converge pour X
= 4

,
1

= R = E = 21 = la serie converge

E . Converge pour X = -8
.

6
#X : (x +11 < 22 = - 2 <X+ 1422

- 22 - 1 <Xc - 1+ 22

5
. 4

=> conv
. pour X

= 4
,

1


