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Rappel : Sif'() = ...f( = 0
,
mais f() > 0 ,

n pair
=> Comin en x= c

fl4(c) <O , npair => loc max en
X = <

Si f"(d) =... f*(c) =0
,
mais f (c) +0 , nimpair -> point dinfexion

Developpement limite : f : E-F definie au voisinage de x = a

f(x) = do + a, (x -a) +... + an(x-a) + (x-a)E(x) - leDL dordren defautour de x =a .

-

PF(x-a) - la partieprincipalex-a)Greste ;limE(x) = 0.

Ex
· f(x) =x+ x + x(x +x) = 1 + x +x.X

-m

autour de x = 0 **x = E() -> 0
X-0

Proposition Sif : E-Feet n fois derivable sur un intervalle ouvert

contenant x = a
,
alors la formule de Taylor nous fournit le DL

d'ordre n def autour de x = a .



Operationsalgbriques sur le DL.
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Proposition Soient f. g : E-IR deux fonctions admettant le DL autour de xxa
f(x) = an + a, (x-a) +au(x -a)+... + an(x-q"+ (x-a)(

,
(x) = Pf(x) + (x -a)E, (x) I

lime
,
(x) = 0

X-a

g(x) = bo + b, (x-a) + b2(x-a)+ .. + bu(x-a)+ (x-a)22(x) = Pg() + (x-d) E(x)mE() = 0
Alors : (1) Lf(X+pg(x) admet un DL dordre n autour de x = a

Pf +g( = 2Pf(x- Pg(x) (x-E(x)

admet un DL dordre n autour de x= a ~(2) f(x)g(x) (x-q(n
+k
= (x -a)h(x-a)k

Pig(x) =Pg
*

(x)
= (do + G, (x- a) + ..+ an(x- a(4)(bo + b, (x- a) +... + fu(x-a)4)

on on ne retient que les
termes d'ordre In

13) Si botO , g() +OeurE, Fadmet un DL dordre n autour de x=a a

=al on on ne ratient que las terme

dordre h



Ex. f(x) = i DL diordre 4 autour de X = 0.
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() Fr = Ex + Ei* = ((l +x+x +x+x*+ x *E, (x)) + E)1-X+x*+x"+x
*Ez(x) =

1 + x+X*+ X
* Ey(x)

(2)x=xx = (1 + x+x + x+ x"+ x *&,(x))(1 - x +xi-x*+ X
*
+x22(x)) =

= (+(+*+x+X+ (xx -X-A-X
Y) + (x+ +xy) +1 x-MY) +x"+x

*
3(x) = 1 +x+x*+xYE(x)

(3)x division
-

fa #2+ xY -> 1 + xi+ x"+ x
*
E(x)

1 -X

T2

-- x
(4) Coefficients indetermines f(x) = do +a, x+aux+asx

*
+ ayX"+X *E(x)=x

=> (a. + a, X +Gzx+ azx3+ anX"+ 3(x)xY)(1-xz) = do +a, x + G2X2+43X3+ ayX" - aoX -4, X3-92X*+ 2()x"= 1

1 : Co = 1 do = Az = Cy = 1
Xia

,
= 0

X2: A2-do = 0
9 = as = 0 => 1 + x + x* + x *E(x)

X : Az - a
,
= 0

XY : 04 -az = 0
&

E



Proposition. DL done fonction compose.
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Soit f(x) = a, (x -a) +... + an(x-a)+ (x a) E
,
(x) = DLautour de x= a

g(y) = g(0) + b,y +... + buy+ y Ez(y) -Dhautour de y = 0.
Alors got admet zu DL dordre n autour de x = a.

Pgoy(x) = g(0) + b, (Pq(x -a)) +b (Pj(x -a))+... + On (P(x-9)
"

on on me conserve

[Dz 56 .
4

. 12] que les fermes dordre In

(5)h(x) = =xz igly)=y f(x) =X XDL def automo de 0 d'ordre =2

=>g(y) = 1+ y +y+y+y + 3, (y)y" · f(x) =X -> remplace y = X
2

h =gof(x)

=> h(x) = 1+ x+ xi +(*+ xf)+ ..

+x
*E(x) = 1 + x+ x" + x

*&()
-

Applicationde DL au calcul des limites. Ex = 1 + x+x+X+ x*+ ...

Ex
.lim

sinx = X-X

l = 1 + x+
-
>Dinominateur: puissance 4 + ordre plusgrand. formules de Taylor24

.



XSinx-x2 *de(x - * + *E, () - x2 = - * + x
*
E
, (x)
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ex-ox-(=-
=>limlm
Exercia

1

. Calculir la memo limite par
la regle Bernoulli L' Hospital.

Exercise 2
.

Im
L'ordre du dinominateur est 3 = il fautprendre de DL d'ordre 3pour le numerateur

e" = 1 + y+ ..
IX = X- ...

exnx = 1 + (x - 1 + xE
, (x) +E(x -* +xE,()+5(x--+x E(x)= 1 + x-

3

+ [x +Ex+ 3, ()x3
= 1 + x + Ex +X3Ez(x)

2" = 1 + x + 1+ + XEx(x)

=>Im+xE(x)- (1+x++ +x 33(x))
=hm(x=X3



Chapitre 6. Series entieres .

(DZ
,
Chapilre8

.
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Rayon de convergence. XoEIR

Def L'expression Zar(x-x est dite une serie entiere
,

aeIR
,

Fre

Le domaine de convergence D
& ExeR : [an(x-xo" converges

k = 0

la fonction f(x)= ar(x-Xo)"
,

XD est difnie par la serie entiere ,
1 =

Ex
1

. ex difKSerie entiere avea
Critere de d'Alembert : I/0 x

=> la serie converge
FxEIR =D = IR

Ex2. (x-x as 8 Critere do d'Alembert:

Si
↳1 la serie converge IX-Xok la erie

=a > 1 => la serie diverge
(=)

converge absolament

Si X =Xotak dive
an

=> D = ]Xo
,
Xot[Si X = Xo-t =

>Cakfk dive,are



Theorime (Rayon de convergence) Soit la serie entiereCar(x-x
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Alors il existe : Ora + 10 tel que
(1) la serie converge

absolument Ex : (x-Xo) + D

(2) la serie diverge #X : (x - Xo) > r
.

I o for
Xop

Remarques . (1) D est un intervalle qui
contient xo et centre en Xo

.

(2) La convergence de la serie
entiere en x = XoIr doit etre

studie sepurement.

(3) Si +O
,

rER+=D = un des 4 intervalles : Jxo-r
,
XotrC

,

(xo-W, Xo + r2,
JX0-5

, XotT], [Xo-5, Xo + +] -

Si v = 0 = D = (x] Ex: D = 303

r = 0 =) = REx : e= =D =R

Comment calcular le rajon de convergence
?



Proposition. Soitr(x-x* une serie entiere de rayon de convergence r .
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Supposons que Ar + 0 FrE/
-

() Sim are=
on a : r = lim

(2) Si limlar = 1 avec 01 + 0 = v= E
Ide : (1) Critire de d'Alembert (2) Critire de Cauchy

Si(X-Xol-11 = >com

In=x Si /X-Xol. 1 => div
k+-C

=> Si IX-Xol = convales = por
la dif

Si IX-Xol > 1 => div S r = t est le rayon2 l

de
convergence.
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Ex. => r = 3D = ? &

lim) =m = 5 = v = 5 =D(5 -5
,
5/

X =5 dive in
=> Finclement D = J -5, 5 [

X = -5=5 +) divea

Ex you plusiee Ar = 0 => on
utilise le critere de Cauchy

lim =lim < 1 conv.abs.
> 1 div

=> Si IX) < 55' cou abs X ==
IX) > 55' dir

.

-> [(n +1)2

D = J-!% [H)32su +12) divergent .
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Ex.X ,

on Enjest un suite tellque lim = 3
,

but

Trouver le
rayon

de
convergence.

&

=lim =

I
=> r =

T
-273



Question 22 Le developpement limite dordre 3 autour de x= 8
*

de la fonction f(x) = & "X est

A 1 + x + 2x+ x3+ x3E(X) x = 1 + x +x+ x3 + E
,
(x)x3

B
.

1 + X + 3x2 + x3 + x33(x) # = X +x2 + x3 + Ez(x)X3

0.

1 + x +=x+x*+xE(x) e = 1 + y +zy ++y + E- (y)y

D. 1 + x +2x + 3x3 + x3 E(x) = e
=x

= 1 + (x+x+ x3+ 22(x)x3) +

E
.

1 + x + x2 +1x + x 33(x)
+((x+x*+ x3+Ez(x)x3)2+ +(x+x2 +x+ En(x)x3)+ E

y
(x)X=

= 1 +x +xz +x3 + E(x2+ 2x3)+x3 + E5(x)X =
= 1 + x +Ex+ 14 + E5(x)x3


