
Rappel: Theoreme de Rolle. Soit asb ziRetf : (a, 6)--F telle
que

- 186-

(1) F: (a , 6] -> Fest continue

(2) fest derivable sur Ja, 61
(3) f(a) = f(8) &
=> Alors il existe au moins unpoint cE2a, 61 telque f(x = 0.

Il existe toujours
un tangente horisontale
pour une

cor de suspendice
entre deuxpoints de meme haufeur

-

Remarque S: f : (a . 8) -IR est une fonction derivable et imfix=f
a on d = + 50 = ilexiste C Ja

,
b) : f'(d) = 0.

- D



Ex
. f(x) = GXcos(t) , X + 0 sur FEE]

- 187-

O X = 0
.

-

=
Y

lim =0 = fut continue euf

Six + 0 =) f(x) = 2xcos()+y (sin())5x) = xcr(*)
2xct) + sink) #X +0

X=0 = f'(0) =&mm= 0 ; f =f fonctionprices
=>hm de Rolle est applicable = Fct]z2l : f(d =0
f(x = 2xc() + sin() =0 solutions ?y =E = Easy+sy =0 tany --Siffx = J- z

,
((y0) = y =y ]- 0,2[V]2 ,01 =D

=> un nombre infini dis solutions pour fany--- surD
=> un nombre infini des solutions pour fix) =0 sur JE,

El

Remarque . f(x) est un exemple d'une fonction dirivable our 521
,

mais pas
de clane 21 (3-t

,
E1).

Six + 0 = f(x) = 2xcs() +sin()37 f est diriable sur 5-E, 2)
Si = 0 f'(0) = 0
Six + 0 =) f(x) est continue

Mais lim f =m+ nexiste pa =f vietpa contine en-
-> n'existe pas ! => f(x) n'est pas de classe C'E ,2).



Theoreme des accroissements finis. (NAF) -188-

Ulacb ; f: 19, 6] - Rtelle & y =
Il existe anmoins unpoint ce]a, 8)

(1) fest continue fur [a,b)
12) fest drivable sur Ja, 6/

tel
que f(x=f

Remarque : Sif(a) =+(8) => on retrouve lethm de Rolle.

Demi #fa est la pente de la droite passantpar (afa (6.f%
L'equation de cette droite : y = fla)+fla (x-

S

Soitg(x) dtf(x)-f(a-fa) (x-
I

g(a) = f(a)-f(a)-ffa (a) = 0
g(f) = f(b) -f(a) - fa = 0 f(x)

=g(a) =g(b) = 0
g(x) est continue sur 19, 83, derivable sur 29, 8% i C

·
=> lehm de Rolle s'applique = ·

C
·

8
·

↑=ct]a
,
6%: g'() = 0 Ch

·

a :

=>g() = f'(c)- 0 g(x)

=> f(x)=f)



Corollaire 1 Soit f : [a ,6]-IR continue sur 19, 83 et derivable eur Ja, 81-189-

et f'(x) = 0 #x + 39
,
6)

.

Alors of est constante sur 19. 6].
Dem : Par contracose : Supposons que FC .

+Ja. 61 : f(c) ++(2)
Par TAF FdE]c , 2) : f(d) =I O contradition arecfx =0 FxEal

=> festconstantsour 19, 6]
.

Corollaire 2. Si f(x etg(x) sont continued dinvables sur 39,8
#

et telles que f'(x)
=g'(x) *x Ja, b) = f(x) =g(x) +2oLER

Corollaire3
. f'(x10 (f'20) #x] a

,
6(<> fest croissante (decroissante)

sur Ja,[

f'(x))0 (f"()(0) Exc ]a, 6) => -est strictement croissante
Istrictement decroissante) sur Ja, b)

Demi (1) f(x)4 => Si x > = f(x)] f(x) =film0xx = f(x)1 f(c)
20

=> f( 20 +c +a
,
6)

friestpas croissanteO >

(2) Soit f(x) 0 Ex Ja
.
6)

· Support que 5 x,xtabl: f(xf(x
frestpas strictement croissants

= ParTAF zce]XX) : fle=antadinesstritement
Sp



Remarque. Si f(x) est strictement croissante, cela n'impliquepar queFe.
-190-

Ex. f(x) = X
*

sur 3-11) strictement ↑
,
mais f(d) = 0.

Ex
. Demontrer que l'equation enx + e"= 0 a exacement une solution reelleO

f(x) est de classe Cosur 30, 8).
() f(e) = ene +e = 1 +e - 0

(3) fle+00) = enero +ee
*

= -100+120 0 = Par leXVI Fau moins une solution

2100(1 = 15 092 de f(x) = 0 sur Jel, el.

Supposons quit existe 2 solutione fla) = f(8) ; f(x) continue our 19 . 83drivable nur J9 .6/

=> Par le Thm de Rolle 7 ce Ja .
b) :f(d = 0 .

Par contre
, f(x) = *x + e * #x0 et * + e* < 0 #x > 0

=> contradiction => f(a) +f(6) = 7 au plus une solution de f(x)
=0

our 30, 0 [

Finalement
,

it existe exactementune solution de f(x) =0
eur 10, 0 [



Theoreme
· fig : (96) -- IR telles

que => il existe ct]a. 8/tel que

-/9/-

(1) Fig sont continues sur [a, 6]
(2) Fig sont drivables eurzae)
et g'(x) + 0 sur Ja , 8%

&
[For DZ 56 . 3 . 1]

55.

4. Regle de Bernoulli - L'Hospital.

Theorie Soient fig : Ja
,
b) + R deux fonctions derivables our Ja, 01.
af

Si (1) g(x) + 0 , g(x) +0 sur Ja, 9)

(2) limf(x=mg(x= 3 => lim =M

(3)int =MERUG=0)
Idie : On considere le

calimf(x= g(x) =

Posons gla = flal = 0 =1 f et g sont continues a droife enx = a



=> TAF generalises sur [a, x] Xx(Ja. b) = -c() : a < (()(X-192-

et

ad(y) x6= X-at = ((x) -> a
+

#

Remarques .
(1) On peut remplacer Sim, partime on lim

X-6
-

x+ 10

12) La non-existancedelimimpliquepar la non-existance dehim
Ex lim X-Jinx

x30 Tex =lim. maislim nexiste ps

g(x) = /+ cox = 0 Si X =Rkti= la limite riexiste pas .
BL n'estpas applicable ↓ n'existepas

Aussi
,
on he pet pas calcular limes, par BL -

>lim = - 1
X-

Il faut verifiertoutes les condition de BL avant de l'rtiliser;

en particulier (1) g(x) +0 et g(x) +0 an voisinage de Ch

(2)limfV; Bf(x=g=existe



-Bigle de Bernoulli - L'Hospital
- 193-

I

fig : [x+ [ , Xo +X3 -> IR telle que
(i) fig dirivables sur InSXo] Set g(x) +0, j'(x) + 0 sur Inxo]

=>in =

M
(2) lif(x) = Limg(x)=
(3)F =

M + RV(= 0)
Aussi pour les limites x-x=0

N

Applications . Ex1.x0lim

=00 fa =Pa Im =0 0

Ex2
.limlmlm im-X- 0

Ex3
.

lim (201(2x))=lime*(
X - 8

1x
,



On consideslim In(cos()=mhim
g(x) = x2 =g(x) +0 au voisinage

de O
=) BL est applicable

de Og'(x) =X =g(x) +0 all voisinage 3 :hmF =MERUS=a)lim f(x) =limg(x)

limim2
=> par BL lim In((x) = - 6

Y 1 Y
- 6

(cos(2x)* =&* In(a() -> e
- 6

15 = 0
.

00247875....
X-> 0

puisque &"est continue sur IR f(x)= 1(cos(2x))

=>lim (cos() d



Question 20 Soit F: IR--IR uno fonction do classe [P(IR),
telle

que f(x) >5 pour
fout x > 0.

Alors necessaivement

A
.

Ex0 telque f(x) =5 confre-exemple: f(x) = 6x + 10

& Ex > 0 on a f(x) >f(0) +5x j

C
.

Fx > 0 on a f(x) > 5 f(0) contre-exemple : f(x) = 6x + 10, x = 1

D
.

Ex>8 telque f(x)
= 5-f(0) contre-exemple : f(x) = 6x + 10 + -5

,

x0

E
.

Vx > 0 onaf(x)-5x > 0 contre-exemple : f(x) = Gx-1 ,
x = &

↑AF:x05 +telquef(0) = f(t) et tej0, x( = t >0

=>(10)= f()>5 = f(x) -f(0)25x = f(xkf(0) +5xfx0.

-0


