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Rappel :

fig)'(xo) = f(x)g(xo) + f(x) g'(xo) fig derivables en xo

(f)' (x) =
(

( (x)g(xo) -f(x)g'(x)
(g(x)(2g(x)

+ 0 au voisinage de xo

(gof'(x) = g'(f(xol)-f'(x) & derivable en fix)of derivable en xo

(sinx)'= cax
,
(0x)'= - Sinx

,
Canx)'= Cox 1 (otx)=-xi (x)= nx+, neIN

*

sur leurs domaines.

Aujourd'hui : (1) derive de La fonction reciproque
12) fonctions a, logax, X

r

13) derives logarithmique
(4) fonctions hyperboliques
15) derive dordre superieur

S

16)Theoreie de Roble



Derive de la fonction recproque .
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Proposition. Soit f : I - Fune function bijective continue ear
I

et derivable en XocI
,

telle que f(x) + 0. Alors la fonction reciproque
f : F - I est drivable en yo = f(x. ) et

(f)()=p on yo : fixo) ; xo =f "(o).

Dem : Fest continue et fiective sur 1 => f'est continue et bijective

limi = /changementdevarae) =

=
f) est continue en yo[Sixty = fsy =x=(( =x]==E=I

-
5f'(xd +0
->
f(xd



Corollaire. Si f : I- F et F : F-Isont deux fonctions reciproques
- 176-

continues sur leurs domaines et deniables a l'inferieur
,

alors

pourfout x a l'interieur de F, telque f'(f"(x) + 0, a

(f")'(x) =

j+f) =(((y
= f(x)

Ex
. arcos : (1, 1) - 10,]

,

cax : 10,3+ 51 .
1] ; y

=arcosXX = cosy

Carcosx) = cylyarcos -Star -Fi sor 3-1, 1)
Siny =If ; Ocarcox= 0

= Sinlarcax)0 => itfact choisir +

Rappel: (
Y)' = l " VxeR

f(x) = 2
* est contruue

, bijectve, monotone o8 7f"(x) = enX :RI-IR
est continue

, bijective, monotone



Ex
. f"(x) = enx ; f(y) = ex

-177-

X > 0

(enx)=lyenx *Kenx= * *x 0

(lux) = * fx > 0

Remarque. On peut definit les functions aextra Exe, aso .a+ 1
=> y

= extra (=2 (ny = x (na() X= delogay Yyt, 220, a +1
=>(ay' = Ina exena = a . Ina

aX : IR -> IR Sir = n =

(logax)' =I= logax : IR* -> IR eulr]f(n(x)=
= Xn

Soit veRR
. Alors f : RI-RE f(x) = Xwdiferent est la fonction prissance

=> (xy)' = Cerenx)) = evenx= (si v= n = (xn))= nxx -)
n-/*



La drive logarithmique . Question : (xX) = ? -178-

So it f(x) = filxfu) = f(x) =? = f, (fr defen fifluf
f, (x) >0 .

(f, (x)f2(x)'= Jef-()
-2n(. ()))
=effi(x)fz(x)

(f. (xf2 (x)= (f,) fzy · (fz(x) · en (f- (x))' f, (x) >0

Supposons que lu fix est bien defini
Alors Anf(x)= F = f(x) = f(x) - (nf(x))
Ex :fix = f(x) =ux; fluf=XMex=X=f
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Ex. f(x) = x*, x0 = f(x) = ? f(x) =-(x) = xY
*** detenX* exe (ex

-en) .enx
f(x) = X

**

X
* Gte(nx

*

= 2
x. enxt

= C

(x *Y)) = (e(exenx.enx))=
= e(exeny) . Snx

. (exenx . (enx + *) - (nx +1
+2x

. 4) =

C
(exenx) .(nx

. (x(nx(enx+ 1nx + =) =

x** x(2nx + 1nx +*)--

XX
*

XX

(x*))= (ex(nx))= exenx(x - (nx))= (x(nx(enx + *) = x * (2nx + 1)
XX



&
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Fonctions hyperboliques
sinh(x)

Def. sinhx impaire ExEIR

paire EXERR

Rahex-
(Srihx)' = cashx ; (leshx)' = sinhx

coslix-sintix=e+ 2 +e*e+2-1
E = Airehachuree ,

positive
costix-sintix = 1 ExEIR cash)

sinht-cent
negative



- 181-

tankxx
- 1 < tanhx 11

tank X

cothxx
On peut definit des fonctions reciproques :
Argument sinus hyperbolique"... -
Sinh : RR-> 1 => arsinh : IR-IR

bijective y = sinhx=> X= arsinhy Ex
,yeIR

Jarsinhx)' = pinhitcoly = crsinhx
= coaux) = cothx

= Feinhilash
coshy =#Nsinhx puisque coshy >0 Fy @IR = on choisit +

Carsinhx)'= *x EIR
Voir /DE 57. 5

,
7
.6]



Def f"(x) * (f(x))' denvce d'ordre 2.
- 182-

fill(x)det (f(n-1(x) derive dordren
. Notation : f(x)

Ex
. f(x) = X* ,

ne
*

= f(x) = nx* +, f "(x) = n(n-1)xn
- 2

, f()(x) = n !

f(n +)(x) = 0 Exercise : dimontrer
par recurrence

Def . F: E-Fest n fois dirivable si elle admet une dinvee d'ordren .

Dif. f: E-F est de classe C(E) si elle admet une dinve
d'ordre n qui

est continue sur E
.

n fois continuement desirable "

Ex f(x) = sinx est indefiniment continument derivable sur IR
Sin x est do clane (

*(IR)

Polynomia = CO(IR)
f(x) = (x) = Co (IR) eculement continue



~

Proprietes des fonctions derivables
- 183-

Proposition. Si f : F - F drivable en XotE , telle que f
admet un

-

extremum local en xo
,

alors f'(xo) =
Dimi Soit f(xo) un max local def .

Alors f(x) f(x) #x dans un voisnage.10
-

7) f(x) = fd(x)=Fg -E
- ~

H
Su - 0

Remarque . La
reciproque est fausse . F( =** = f'(x = 3x 1x =0 = 0

mais la function n'a pas d'extremum local en x =0.
Def. Sif : E + Fest derivable enxo et f(x) = 0 ,

on difque Xo

est un point stationnaire def.
Les point diextrema d'une fonction (1) les points stationnaires : f'(x) = 0
continue f: (a , 87 +IR sontparmi S12) les points ou f(x) nexistepas dans Ja. 6/les suivants :

(3) Les points limite X = a, x = 6

L



Theorema de Rolle. Soit acbeR etf : (a , 8) -F
,

telle
que

-184-

(1) f : (9 .

6) -> Fest continue

(2) f est dirivable sur Ja. 8

(3) f(a) = f(f)
=> Alors il existe au moins unpoint CESa, b) telque f'( = 0.

Demi (1) Sif: (a . 6] -> Fest constante f() = 0
= f(x) =Im0x

a
C

· G
(2) Si f : 19

.
63 -> F viest pas constante i=> 5 Eg

.

z2 E (9. 6) : f(zi) = minf(x) f(x) f(x) =0

f(zz) = max f f(z) + f(zz)

Puisque flat =f(6) => au moins un entre z , et ze est dans Ja, 6/
Supposons que z, J9. 8) =>F'(z) = 0 parce que fest dirivable sur 19, /et z , estun point d'extremem local.

=> on

pose c = z
.
=> f'(d =0 ,

ce59.61I



Ex. Application Thm de Rolle) : So it f : IR-IR une fonction de classe 2
- 18

.

5-

telle que f(0) = f(4) = 0 etf'(0) =f'(4) =0.

Montrer qu'il existe au moins 2 solutions de l'equation f'(x) = 0 sur 30, 41

(1) f(0) = f(4), The Rolle ever 10. 43 => Jc = 30, 4%: f() =0

(2) f'(0) = f'() = 0 "hm Rolle pour f(x) eur 10, c) => 7 de J0, % :

f"(d) = 0
(3) f'( = f'M) = 0 Thm Rolle

pour f(x) err 1, 4] =The ]c, 4) :
f"(h) = 0 .

=> 7d +he 50, 4)

f"(d) =f"(h) = 0.



Question 19 Soit la fonction f(x)= ,1+

Alors fest I
S

X = 0

A. continument derivable sur IR E esinx , > 0

B
.

drivable
,
maispar

continument desivable sur IR

&C .

drivable a gauche , maispas a droite en x =0 im
D. drivable a droite, mais pas agauche en x=r lim esx = 20=1

fld
enX =0

X+ 0- fest continue

E. drivable a droite etagauche en x = 0, mais n'estpas derivable en x =0
-

F. n'est pas continue en x = 0

Fg(d) =lim= 1 =l
fald =him n'estpas

Sdesirable
a droite .Y14 + x

fest drivable agauche , mais pas a droite en x = 0.


