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Rappel: Theoreme de la valeur intermediaire. Ine fonction continue sur II
un intervalle ferme borne atteint son sup,

son inf, et toute valeur comprise
entre les deux.

fi(a
,
8] -> IR continue => Fc(minf(x,maxf(x] il existe a moins un x(6] : fx- -=
as b

Grollaire
1

. Soit F : (96]+R une fonction continue ,

telle
que flaf (6)0

Alors it existe an moins un ce]a.
b) : f(c) = 0.

Corollaire 2
.

Soit I un intervalle ouvert; f : I-IR function continue strictement
monotone

.

Alors f(l) est un intervalle ouvert.

friestpas monotone
-

.. ------ :~ Hf(E) fcontinue friestpas -strictment
-

- monotone W continue !

i :1 Y Y [ &

I I



Corollaire
.

3. Toute function intere etme sure intervalle
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est strictement monotone
f injective

pas continue

↑

f(x) injective friestaeive &
continue
=> stitement !↑ monotone

i n'est pass
I · itone

&

monotons !
I

Corollaire 4
. Toute fonction bijectre continue our un intervalle

admet une fonction reciproque qui est continue et strictement monotone
y

=f(x)() x="(y)

[Dz ,
55.3) X

. <Xz( = > f(x, ) < f(x2) of strictement
It Il 11 Il =>f ↑
f(. ) <f()> Y : < Y strictement



Chapitre 5. Calcul differentiel.
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Functions drivables

Dif. Une function f : E-F est dite denvable en xo-E sil existe

la limite lim(f
Cette limite est appele la derives de feuxo

,

note f'(xo).
Ex1

. f(x) = x
-

Soit XoER

imm (xy= 2xfxEIR

Ex2
. f(x) = coX. Soit xo ER

limxlm)-cXL(x-X)-
(X-X

=

X + Xo

+
cos(x-Xo) = 1-2sin"(*)

↳ p

=

- SinXo
(cosx)"= -sinxVXEIR



Exercise : (x)' = 3x2 #XeIR
,
(sinx)'= cax #xEIR a partic de la dif. +166-

Remarque. Si f est derivable en x = xo
,

on peut scrive

f(x) = f(x) + f(x)(x - Xo) + w(x) ou r(x)dif(x) -f(x) - f(x)(x-Xo)

Alors rest telleque limit
=> "Toute fonction drivable
Def f(x) =f(x)admet unpendiffereaEIR
Dans ce car on dif que fest differentiable en Xo.

Reciproquement ,
si f(x) =f(x)+ a(x-Xo) + r(x)

,

t
.g . &* = O

,

alors

imm)-f) = a = f(x)
Yo

Alorsfest differentiable en X=Xo (=> fest drivable en x = xo et f xo) = a.

Fonction derive : Sif : E+ F est derivable sur un ensemble DFFICE,
alors on definit la fonction dervee : f :D(f)--IR

x + f(x)



f(x) f'(x) -167-

casX - SinX

Sin X cosX

X2 2x

Xm nxn -
ne/

*

Interpretation geometrique de fl f(x)
= la

peamest la pente de la tanea de la droite parsant
a la courte y

= f(x) an point par (Xo , f(x) et
(x , f(x) (x

, f(x)
->

Equation de la tangente droife tangente i
la courbe

y
- f(x) = f(x)(x -Xo) y

= f(x)
I

y = f(x) + f(x)(x -Xo)
en X = Xo

·



↑

Proposition. The fonction dirvable enx = Xo est continue enx =X

- 168-

Demi lif(x) =m( +(f) =f
La reciproque est fausse :

Ex
. f(x) = (x) est continue en x = 0.

↓m=x =Om=
f(x) = (x)

=> (x) = 0

Mais la dinvee def en x =0 n'existe

parDef La derive a droite :

Fa'(x)de in Stace=S

La derive a gauche :
fg(0) =lim1

fj(xdhi(-f(x) => fall + fg(dX-Xo

Jf'(xd) (> J fakol
,
F fig(xo) et fixe = Fd(xo) ·

=> f(0) =limnexiste p.s



Remarque. On peut introduire la derive infinit
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si lim vo = &

X->Xo X- Xo

If n'est pas dirivable en x = Xo)
Dans ce cas le graphique def admet une tangente

verticale en Xo.

Ex
. f(x =C
fa(d) =linlm _ tangentevertica

fg(0) =lim
f(x)

23

=> f((0) = + a



Operations algebriques sur les derives. Soient fig : E -> F deux fonctions
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Sderivables en X = Xo

Alors : (1) (f +Bg)'(xo) = 2 f'(x) +g(o) VOBER
(2) (fog) ' (xo) = f(x) -g(x) + f(x) -g"(x)
13) (g) (x)=Yogix-gf(x) sig(x) +O auvoiinagee

Demi (1) exercise (voir (DZ])
On va

dimontrer (g)(x) =- (g(x) +0) Alors (2) = (3)

(g) ) =lim =Em=
↳-g(xd g(x)

(2) (fg)k) =hmm g(x)-f(xgfg(x)-fog

+))) = f(xolg(0) + f(xo)g(x)
-> fixe "gs ->g'(x)

#



Ex1
. f(x) = X

,

ne N
*

= (xn)) = nX +

FxEIR
-171-

Demi par recurrence : Soit P(u)-

Ancrage : n = 1 (x))=m = 1 Exot => (x))= 1 EXER

Heredite : Supposons que (x)' = ****"pour
neN

* et ExERR

/

Considerons (xn +) = (x.x) ( *n - 1) - x + x" 1 = nX+ x" = (n + 1)xY

Alors par recurrence ,

la proposition (x1) = nX" "est vraie UneN
*et ExeIR

.

M

Ex 2
. f(x) = tanx= par

la propriate (3) on a

Hanx)'rux'cx-(ox) :Siuxxxxxx : xD(
<= 2X +0

(tanx) = Cox sur son domains de definition



~Proposition Derive de la fonction compose des deux fonctions drivables .
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f : E- F disivable en X=XoEE
, g :GH dirivable enfix)

, flE)cG
Alors = (gof)'(x) = g(f(x) : f'(x)

Dimilimf
-y(f(x)f(x0)
-

#g sif
10 = g(f(x))· sif(x) =f(x)

= 0

=>m = g(f(xi)fx
#

(g0f)'(x) = g'(f(x)) - f'(X)



La dirivee de f(x = ex
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f(x) =In
(Y) = ex VxEIR

X= xo-1

=> f(x) = l est derivable #xEIR => f(x) est continue fur IR, fest strictmentcroissante

lim= 0
,im=; f

: Reme J0+ sure ta
intervalle ouvert.

=>f=": R + J0
,

+ /bijective efcontinue . (=> (nx : 70,
+-IR

est bijective, strictement
croissante etcontinu

Ex 3
. f(x) = 12x+ Six

= f(x) = 12x2+xix(4x + 2x)

Ex4
. g(x)= = g(x=En



#nation 18 Soitf(x) =[
+ Inx

,
x

X = 0

Alors
cos(x+) = cXo-six sin-sin

A f'(d = 3 =1

B friest pas drivable en x = 0 im f(x) =limi

② f'(d = 1 =lim=f
x0-1 continue en

D f(d = 0
X =0

Ef'(% = - 1 Fotimlim
=linxlim-2= 1

-

-1 Y1


