
Rappel : 34.

4. Functions continues.
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Def Une fonction f: E-Feetcontinue en unpoint
XotE si limf(x) = fix -3 condition de f(x) existe

continuite def S limf(x) ER exists
en X = Xo

f(x) = f(x

outpolynome , toute fonction rationnelle, sinx, cosx, "*', e", lux, tan , cotx
sont continues sur burs domaines .

Critere de Cauchy pour les fonctions continues .

- : E-F definie au voisinage de X = Xo et en Xo Alors fest continue
enX = X . <=) -5307530 : Ex

,
xE(xE : (x-Xo18] => If(x) - f(x)) = E

.si et seulementsi
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Dim : (=) 3307530 : Ex : /x-xo 125 = (fix-fixol>*x, x2 : (Xi-Xol -> =>

IX2-Xol

=> ff(xi-f(x)) = ff(x,) -f(x) +f(x) -f(xy)-(f(x) - f(xo)) + 1 f(x) -f(xz))2 + = = E
.

dif
(6)E 7530 : Ex : ExtE: ] = (f(

-fixEE

limf(x =f(x
#

Def F: E-F est dite continu adroite (agauche) enxotE si
tim f(x) =f(x)) (reep. Limf(x =f(x)·X-> Xot X- Xo

continuea droite continue a gauche

Remarque · F set continue en x=Xo elle est continue agauche et a droite
en Xo

Ex
· f(x) = SetOn Etudier la continuits de fenx = 0.
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himf(x) =im(2x finx 2x+1
T

limf(x) =limS=limf(x1I J
f(x(x

==
2x*/x=07 fest

continue

=> f(x) est continue en x = 0

enX = 0

Ex
g(x) = 2x + 1

,
x > 0

S 2
,

x = 0
&

I & ,

X0 finx 2x+1
T

8

ling(x) =limg(x = 1 =im J
g n'est

Mais g(0) = 2 #lim g(x) =g n'estpas continue pas confine

en X=0 enX = 0



Operations our les functions continues.
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Si fety sont continues en x = Xo
,

alors

(1) If +jg
est continue en x = Xo VaREIR

12) fog est continue en X = Xo

(3) Eg est continue en x = Xo si g(x) + 0

(4) Si fiE - F etg : G
+ H

, flE) <G , effestcontrue enxotE

g
est continue en fixe G .

Alors (gof) est continue en Xo.
&

Ex
. f(x-exSx+ In (x+ continue su a

Remargues (gof) est continue enX=Xo*) f continue en Xo
g
continue en f(x)

Ex
· f(x) = [ , X g(x) =[ g(f(x)) = 0 FxEIR

continues surR

griest pas continue en x = 0

confine
·
- 1 friest &

pas continue en
- 1 enx = -1 =f(0)

Xo =0



Prolongement par continuite d'une fonction en unpoint.
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Def. Soit F: E--Fune fonction telle que cE (f n'estpas definie en x=)
etlimf(x) R existe .

Alors la fonction : EUc-R
J(x(f(x) ,

x E

Emf(x) ,
X = c.

estappelleprgementaronhmtdifauprint ex = c

Ex1
. f(x) = Xan * D(f) = 1190] = IR

*

ethim x = 0
To Corne

=> le prolongementpar continuite

f(x) = (xemny ,

x + 0

=> Fest continue sur IR
0, x = 0



Question 17. Soit f : J, (UT, [ - & difinie par

f(x)=- im =1

Alors & admet le prolrgement par continuite en Xo= et

A
. Y() = 0 imm& f() = 1

C
. f nadmet pas

de prolongement en xo = 1 cos(x-* + #) = cos(x-)cos -sin(x-)sinE =
-

D F() = -1
=

- 1 ,n(x - E)
Tp * 1

E
. El= =lim
↳n1 i limt(x) = 0 ~
X-> a



$4. 5. Functions continues sur un intervalle
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Dif. Une fonction f: I -> Foir Fest un intervalle ouvert non-vide
est continue sur I sif est continue en toutpointxI.

f : (9 , 6] -> Fest continue sur 19. 87 s: elle est continue sur Ja
, 6/

ab >

et continue agauche en x = 6et droite en x = a
.

ouvert

Ex
. f(x) = Stfest

controur
2x+3

3- 0
, - (

Theoreme Soit acb eR et f : (9, 6] -> Fune function continue
sur l'intervalle ferme et borne 19 . 6). Alors f atteint

son infimum et sonsupremum sur (a
, b) (E)] maxfix) et Fminf[ab]

Etapes de demonstration : (1) Soitm = inff(x) s'il existe
,
on m = -c

Alors = (n) < (9 .8] : Simf((n) = i
he

(2) /Cn) est borne => Par Bolzano-Weierstrass June sou-suite Senj) < (2n) convergente ·

=>> FC = him CnjE/9 . 8]
jus

13) f est continue =>
timf(nj) = f

,3.)=m f((, e))j- II

hi f((n) = m est le minimum def(x) surla. 8].
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Remarques (1) Thm : Une fonction continue sur sin intervalle forme borne atteint son infi
con sup

O f(x) = 22 -xXff11] f(x) = ( *, x 20, 1]
11

,

X = 0

f: /1 , 1] -> IR nest pas
J ↓

continue F : 10 , 17 -> IR viestpas continue

Supf
=

2masHeint sup f(x) n'existe pas
10, 13

*
pas son sup &

(2) "Thi : Une fonction continue sur un intervalle ferme borne atteint son sup et inf.
f(x) = 2 - x2 : j- 1

,
1)- R f(x) = y : j0 . 1) -- IR

intervalle vert intervalle Semi-ouvert

g 8 inff(x) = 1 , mais supf(x) nexiste pas3
, 1[

mais la fonction
30

, 13

n'atteint par son inf
T



Theoreme de la valuur intermediaire (TVI)
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Soit a < 6 ER
, f: 19 , 63 + IR are function continue· Alors fatteint

son sup, son inf et toute valeur comprise entre les deux.

f((a, 6)) = (inf(x,maf(x)] IDES532

En particulier, f atteint toute valeur comprise entre flal et f(8)
↑hm : Ec - (minf(x) ,maxf] Jau moins unx] :f=

Ex1
. & Ex 2

.

valusa
maxf)-

f(x,) = f(x) = c

zur

5x : f(x) = maxx...... ---- values

19,81c C def
a 6 furS " "

i
" "n

·& (a
,b]

&

a 6

minf....... -inf- --
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Corollaire

1

. So it a <Ge etf : (c .
6] +IR are function continue

telle
que f(a) . f(b) <0 ·

Alors it existe an moins unpointcla ,bl : f(c) = 0.
Ex1 Demonter que l'equation sinx+i = 0 posside ar moins

dux solutions sur 10,).

(1) f(x) = sinx + # est continue sur 10,]
, qui est ferme at

borne

=> Par NVI

f(0) = sno+y =- 0 => f(0lf)c8 => Fau moins

f(i) = Sinit + - =40
un X

,
= Jo,f t. g . f(x,) = 0

I-4 => f() .f() < 0 => 7 an moins
f() = sin+y = 1+430 3 un xzE]

,
i [t

.g . f(x) =0
F

X
, #X2

=> F au moins 2 solutions differentes de l'equation
sinx+y

= 0 sur 10. i)



Ex2 cax = tanx· Demontrer wit existe au moins une solution sur 10,]
.
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f(x) = cox-taux est continue our 10, ) ferme borns => YVI

f(0) = cos0-tano = 1 > 0

Sf(q) = cos-tan = E - 10
= Ext]0, : f(x) = 0 .

On peut resoudre cette equation : casx== cox = sinx
&

1 - Sin3x = Sinx => Jinx + Sinx - 1 = 0

Sinx=> Sinx= prisque Kenx111

()(): =1 six= on Y=est le nombre dir

+ = 1 = Y = y+ 1 Triangle de Kepler Y=
= sinx =+

S Y

! ↑

Pyramide de Kheops
= sinx = ty = X = 39:

↳ Fre
F



↳e nombre dor Y=
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Dif
A "B A Y le nombre dir

# 1+ * 1+ /= +10=

Proposition. So it fo = 0
, f: = 1 , futz = fu +futs la suite de Fibonacci

Alors lim
Dem : Supposons que la limite exist=>

-

Convergence de la suile () ↓
=

1 + TE2
S ↑

Exercise : (1) fr-fn fut = (1)
+ En > 1 par recurrence = l = 1+ 1

,

>0

(2) =-+3 par recurrent => l = Y
&

T

(3) la serie alterna convergepar
le critere de Leibnitz.



La limitehm = Y implique, entre autese
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la propriete dian ananas diavoir pour
le nombre du spirates

gauches et droites deux nombres de Fibonacci consecutifs.
(Plus dinformation
suivant le liem

nombre-d-or

eur Moodle,
voir Phyllotaxie).

Dans ce casspirate = 13rouges
# spircles blanches = S


