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Dit Limitedune fonctiona Fest difnie au voisinage de XoEIR s'il existe 50
~

tel
que GxEIR : 0CX-XoKG]cE

Remarque f n'est pas forcement definie en Xo. #otheXo-E

Ex
. F(x = A est difinie au voisinage

de Xo = 0
,
mais pas en X

=

=0

Def. Une function F. E-c F definie au voisinage de Xo admetpour limite
le nombre veel l lorsque Xtend vers Xo si pour fout 2 > 0 il existe 50
tel
que pour fout

xE : OcIX-XolE5 on a If(x-1/ < E.

Notation: lim fix)=
Pour tout 20 il existe 530 tel

que
pourfout x oproche de xo (sauf peut-etrex= xo) f(x)

on a f(x) E-proche de 1. :F
Xo Xo XotO



Ex
. f(x = 3x - 1 Xo = 1 On va demontrer que (3x-1) = 2

-120 -

Soit E > 0
.

Il factfrower 830 felque s: 0x1x-11 = > If(x-21 * E .

1f(x) - 2) = (3x - 1
- 2) = 13x - 31 = 3(x - 11 = E => Si= =~ Ronvent
on peut controler res o

(x : (x -1115 = G on a (3x -3) = (f(x) - 21 -3 . 8 = E

Pour fout E30 on a fore J=* telque
Ex : 0c(-11 => If()-211E

Alors par
la definition de la limiteinf(x = 2.

Ex
. lim = No #x00

.

Soit ExO
.

on cherche 50 : 0cIX-Xol= It'-Kol-E
X -> Xo ~

IInvent
IX-X018 =Ex

Si(x-xo=E = I'- E

=> lim=.
X -Xo



Proposition Caracterisation de la limite diune function a partir des swite.
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Soitf : E+F limf(x = l <=
Pour toute suite (an) < EXCE

,
X + Xo]

X- Xo
telle
queliman = Xo , onalimfan--=

P Q
Demi P=Q

.Soit(an)xle meme o

=> Enzno = (flan)-elghf(n) = l
Q => P

. par contrapose. ~P= - Q
5870 : 750Fx : OsIX-Xol-et/f(x-1k & (negation de P)

Qu va construire cone suite (an) : liman = Xo
,
mais linfant + l (negation de Q)

hea

- 20 fixe Soit d = 1 => Ja
.
E : 011a, -Xold1 et If(9) -ek E

8 = t = JaztE : Oclaz-Xol < & et Iflaz-ekE

JantE : Oclan-Xolz()" et Iflan)-ek E

=> la Suite (an) : 0 c/an-Xo11 =Limln-xo =0 liman = X
n -> @

mais Iflan)-ll > E Fre *

= lifan) Q #



Remarque .
Il est important d'avoir lapropriete Q pour toute suite convergente vers Xo
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Ex
· f(x) = S,XFmmfnexistp , mais limit . . .

Cmf(1

Corollaire. Soit f : E-F difiie au voisinage Xo
.

Supposons que pour
toute suite (an)c EvExon

,

telle
que liman = x, ,

la Suite (flan) converge· Alorslimf(x) existe
Ide : Deux suites (an)et(bn) :Aman =Emb = Xo

, etlmfanfl
-

Supposons .

Soit Sam Fulm =X ; limfk = limfkl
lim-f(cznt) = limef(62m) =*E

=>mf(n) n'existe pas => contradicton

caracterisationlmf(x exista=> Alorslimf(au =limf(S)-
FT



Ex
. f(x) = XP , peN

*

- limXP = X. ExoEIR
.
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X+ Xo

Soit (Xn) -> Xo une suite arbitraire convergente vers Xo
,
Xn#Xo Ene/.

n -x
-

Soit an = Xn-Xo AnEN => Liman = lim(xn-Xo) = 0
.

h = a n +2

~
himf(x) =man) =ena. ) =xh+d

To o 30-
-YO

= par
la caracterisation

limX = X

Proposition. Simf(x = 2 ,
et limf(x = 2

,

alors l

Junicit de la limita

Dem : pour
les suites (an) convergentes vers Xo

,
onalimiflan) = e,

et lim flaul = 22 = par l'unicite de la limite disne suite

on a l = b



Proposition. Critere de Cauchy pour les fonctions.
- 124-

Flimf(x)E FErOJEO : ExXEEXE : OLIxo]ona

If(x) - f(xz)) + 2
Voir DZ $5 . 28

. => directe A

E caracterisation a partir des suites

Proposition Operations algebriques sur les limites
F : E- IR , g

: E- > IR telles
que limf(x) = l,IR . ling( = 12 EIR.

*-> Xo X->Xo

Alors : (11 lim (df(x)-g(x)) = al +Bl
X-> Xo

(2) Xim (f(xg(x)) = Lil

(3) Lim (g) = E sil + 0, g(x) + 0 au voisinage de Xo
.

&

Dem : par
la caracterisation a partir des suites.



=> Pourfout polynome ef toute fonction rationnelle , f(x) = f(x)
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pour tout Xo ERR sauf le zeros du denominateur de fix .

(Puisque on a dimontre limx" = XoP UpeIN*, ExeR ;
X-> Xo

operations algbriques => on obtient le limite des functions rationnelles
.)

Ex lim3x2x+=

Theorems des 2gendarmes pour les fonctions.
Soient figih : E-F tells

que
(17 himf(x) =im gx g(x)

6740 : Exe :Oct e
**

on a f(x) = h(x) = g(x)
=> Alors limh(x) = xin" h(x)
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Dimi Soit (au)E(X + EvX13

, liman =x
=> EmeN : Enzm => /an-Xol -2 Le meme a que

clans les conditions

flau) = hSan) = glan) Fn = m

Puisquelimf(x) =limgx = 1 on a par la caraderisationin

hif(au) =higla
=> Par les 2 genarmes pour

les suits

flanl = han) <glan) = limh(ar) = 2h = x

↓ ↓ ↓
l 2 2

=> Par la caracterisationa partir des evitesmh(-
E
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Ex

.

1 Soit g :
R+ IR one fonction telle que limg(x = 0.

Alorsim Ng1

Astuce : Sita-1 = 1-It) - /1 +Et

1)ETF== 1 l+ 2 +) VERR

(2) t = 0 = 1- (t) = 1- t 1 1 = VFt

- 1 ct(0 = 1 - H=<E (1 + 2 t +E <H + E> t(ht) 20
ToIP

O

=>1 It At : +z - 1

Puisque himg = 0 = = > 0 : si(x(g(1 =g(x2-1

=> 1-1g()) <Nigh 11 + Eg) => Par les 2 gendarmes
x=0d ↓ + 0 linHig = 1

.

1 1



Ex 2
. tim xcos f(x) = X2 cos(*) n'est

pas difinie en x = 0,
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X30
mais elle est difnis au voisinage de x=0.

- 1(cos(k )(1 =
- X -X cos() =X
xod ↓ x+0

O O

=par
les 2 gendarmeslimxcos) =

f(x)
=
cost f(x) = x2

cos(*)



Question 13 La limitem
A vantI x2 0 = 1[N+x* 1 + Ex limx = I

*-> p

B
.

n'existe pas
↓ ↓ ↓ x-> 0

1
1 1

C
.

vant Fi +Fertfonctions oscillantes

D. vant O Soit an= Or=mak =me

E
. vaut1 Im(Nat+Feint) =

= him (1+ 1) = 2
p O Fr

k=

i In+FanT) = Em(sink) +Fin =

-

himNa = Iim N= I =Em (r' + 0) = E2
* 1 -I

k- k- N

puisquem S => Infla=, (b)= par
la caracteristina

apartir da mites,
imf(x) n'existe pas.


