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Chapitre 4. Functions reelles.
-103-

54.

1

. Definitions et proprietes de base.

Dif The fonction f : E -- F
,

on E
,
FcR

est une application qui donne pour
tout element

XED(f) = E un element y = f(x)EF f(x) = (x-3)2
D(f) - domaine de definition (= El
flD) -

ensemble image < F l'ensemble d'arrive

Notation X - > f(x)

Dif Le graphique de f: E->Fest l'ensemble

des points sur le plan IR2 avec les coordonnes (x
, f(x)

Remarque Si la fonction est donnee
par une formule,

alors DIf)
est le plus grand sous-ensemble de Ron l'expression f(x) est bien difinie
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Propriates de base
.

(1) f est (strictment) croissante sur D(f) si

(x
, x z - D(f) ,

X
, (x2 = f(xi)a f(xz)

f(x, ) < f(x2) ·

Notation fcroissante : f(x) ↑ croissante C
X

(2) f est (strictement) decroissantesur DIf) si

#x .,
x -
-D(f)

,
X

, (Xz = f(x,) f(x)
f(x,)) f(xz)

-

Notationfdecroissante : f(x)↓ dicroissante

13) Sif est (strictement) croissante surD(f) on ,
,

Istrictement) decroissante surDIf). alors elle est *
(strictement) monotone sur D(f)
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(4) - est paire si

D(f) estcymitique : xc D(f)=-xD(f)

et f(- x) = f(x)(x =D(f) function
paire

f(x) =X-

D(f) = IR

(5) f est impaire si

D(f) estcymitique : xc D(f)=-xD(f)

et f(x) = - f(x) (x D(f) f(x) = 1inX

fonction

impaire D(f) =R



(6) f : E - F est periodique s'il existe PERtel
que

-106-

ExtE = X = PEE et f(x= P) = f(x) VxE .

P s'appelle une periode de f.. Alors EnP
,
net] sont desperiodes

S : f est periodique = XtE => X +PEE FnEX => Enest
par

borne

Souvent il est possible de trouver la pluspetile periode : PC O tel
que

SMP
,
neX

*] contient l'ensemble de toutes les perioder de f.
Ex

. f(x) = SinX
,

xEIR cas2x = cax-sinx = 1-Jin2-sinx => Sinix =-Eclx
↑

six =(=
cosx est In-periodique => cos/2x) est in - periodique

la plus petite periode de sinix est it

CsX

wt(1-22x) = jnx

- cos2X
-

P =π



rationnel -107-Ex
. f(x) =S D(t)= IR

X
+ P = x + P

ra tionnel + P = rationnel

Par exemple P = 1 est une periode E irradonnel + P = irrabonnel
X + P = X + PSi x + P rationnel => X = X+P-Paussirationnel rationnel

=> Si x irrationnel et Prationnel => X + Pirahounel.
*

=> FPEQ
,
Pesture periode def : f(x+ P) =f(x) EXEIR .

La forchon nadmet pas
la plus petite periode.

(7) f : E - F est majore Minorte sur ACE si l'ensemble

f(A) < R est majore (more).
Si f(x) est a la fois minoree et majore sur A ,

alors elle est

borne sur A.
<=> JMER" : If WxeAE M .

(3) Corne superieureSpf(x) det Sup(f(x , xA]
Corne inferieure f(xd Inf(f(x), xH]

Ex
. f:-R , f(x) = X

*
+ 3 = 2 f(x) est Corne sur A

A Ef(A) & f(x)
Supf(x = Supdx*+,x]] = 4 ffx = Infxxe]



19) Maximum et minimum local dune fonction .

- 108 -

f: E-F ,

Xo-E
.

Alorsf admet un max (min) Local anpoint Xo
sit existe 20 tel que pour

fout x = D(f) etteleque (x-Xo118 .
on a If(x)= f(x) (max lock

#f(x) (mindoc) fixe ~- .......

maxle
10) Maximum et minimum global diune fonction
Soit F : E-F et M (m) c [f( ,

xE3 =f(E) ,
tel
que

EXEE on a fixeM (f(x) =m) DonXotE : f(x) = M

(ou f(x) = m (
Alors M est le maximum global (m est le minimum global) def sur E .

Si f(x) = M

=> on dif que
la fonction atteintsona globalsur

f(x) = m -

anpointXo



Remarque . (1) Simaxf(x) (mf(x) exist
-109-

fest majorie (minoree sur Eetsupf( = maxf=
(2) Une fonction Gorne sur E n'atteint pas forcement son min ou max sur E

Ex f(x = X2+3 sur E = 30,
11 est borne

,
mais elle n'atteint nison min nison max

f(x) = X2+ 3 sur [0, 12 atteint son minaupoint o : f(0) = 3 =minf= inff
10,12 C0.1

(11) Functionf: E--Fest surjective
SiyeF il existe au moins un xfE tel que f(x) =y

(12) Fonction f : E--Fest injective
Si XycF iS existe au plus unxfE tel que f(x) =y

(=) f(x,) = f(x) ,

X
,
XtE = X

,
= Xz)

.

Remarque Si f : E-F rest pus injective il fauct reduire l'ensemble de depart
Si fiE -> Friest pas curjective => it fact require l'ensemble d'arrive F.

(13) Si F : E--Fest la fois injective et surjective ,

alors elle est bijective.
Fy eF il existe exactement un xE : f(x) =y.



(14) Sif : E -> Fest bijective ,
on pent definit la fonction reciproque

-110-

par
la formale y = f(x), xE(> X =f(y), yeF

Ex
. f(x) = cosx: 1R+ (1 , 1] n'est pas injective
Elle est bijective sur (0, i] + [-1

.
1]

y
f(x) = cx

Par convention on choisit be domains
-

suivants
pour definit lefonctionsS

trigonometriques reciproques :

sinx : (-E ,
E] -> [1

,
1] arcsinx : (1

, 17 -E]
&

jective
cas X : 10

,
it] -> (1

,
13 - arcos .x : (-1 , 1] -> 10

, it]

tanx : JEl-> IR -> arctanx : R -> J. EL
tanx = A

cotX : J0 ,
i -- R + arccotX :R -> Jo, / cotx=my
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t

·"
tan

f"(x) = arcos X

7 y
= X X

f"(x)
I

x=Y

f(x)

/ X

Les graphiques des fonctions reciproque
sont symetriquespar rapport a la

droite y = X.
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(15) Composition des fonctions. Soit f: E-Fetg : G-H
,
E

,
F

,
G

,
HCIR

Supposons f(E) < G => On definit la fonction composes
gof(x) =g(f(x) : E + H

Supposons &(G) <E => On difinit la forchon compose
fog(x) = f(g(x)) : 6 -- F .

Ex
. f(x) = casX : 1R - (1

,
1) et g(x)=+3 : /R - 15 + 0 [

·fog(x) = f(g(x) = f(r+3) = c)(5) : IR -> (1
.
1)

gof(x) = g(f(x) = g(x) = vx+5 : (R - (52)

Remarque Si F : E --F bijective => If "reciproque, f" : F-> E

f(y) = x(= f(x) = Y ExE
, FyfF

Alors fof(x) = f"(f(x) =f ) = x = fof(x) =x ExtE

fof"(y) = f(fix) = f(x) = y = fof( =y VyeF .



Ex
. f(x)=x+1 Trouver l plus grand ensemble contenant x = 1

- 113-

I
ou fest bijective,

et donner une function reciproque et son domaine de definition .

f set definit ver IR ,
D(f) = IR

,
fest periodique ,

Ca pluspetite periods
de f = la pluspetiteperiodo de coix ,

est it.

=> on considere f(x) our 10, ] on fest injective I -

Cox

et 1 (0,] Vi
↓ est injective parfrut sur son domaine T

X + 1

coix est injecture our (0.) =o,
est injective·sur 10,]

=> On considere f(x) = taxi ; f : 10.] -> R
injective

Il nous faut trouver Pensemble des valeurs f((0,)
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f(x) = cetex
+

x = (0, ]

cosX : 10,] + IR decroissante

coix : 10,] -> R decroissante

f(x) =c : (0, ] + IR croissante j
=> trouver=f =l

-

f : (0, ) -> (1) bijective
= il existef" : (t

,

1) -> [0,]
O



Calculer la fonction reciproque : f(x)
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Y=T ,
x(0,)

,

ye (2
,
1)

y (dx + 1) = 1 = coix = +T - 1

cax=+
y +0y(1] ↑ f(x)

↑

parce que cosx > 0 sur [0,]

=> X = arcos (FF) parce que f((x)
10, ] < /0,] ensemble d'image d'arcos

Finalement
, f"(x) = arcos /Fi)

f" : (2,
1] - (0. ]
bijective
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Question 12 Soit f(x) = Isin (1-X2) sur le plus grand in terralle
on la fonction est bijective et qui contient x = 1

.

Alors le domains
de definition et bensemble image

de sa fonction reciproquef"sont :
A

. F" : (-zein1 ,
2en1] -- [F,]

B
.
%" : 10 , 2 sin1] -> 10,T

⑳ F" : (2
,
2en1]- (0,]

D
. F" : -2 ,

zen1] ->E
,
N

E
. F" : (-2sin1 ,

03 -> 10,F

(
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f(x) = 2sin(1-xz)

y = 2sin(1- x2) = - E + 2+k-1 -x +2πk = ) - 1- -x1 - 1+ E =H2X1-
X = 1 estdans l'intervalle>k = 0 10-so

=> x_ It =>- EXIHFE
,

X = 1- intervalle ; injective =>

0x

=> D(f) = [0
,
NFE] f est bijective

=> fest bijective sur E = [0, NFE] fl
f(x) = 2sn)1-xz)

f(0) = Isin (1-0) = Zein 1

f)) = 2sin(1 - (1 + E)) = 2sin() =
- 2 N

I

F : 10
,
N] -> --2

,
2sn 1]

&
&bijective



bijective
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=> f : 10,
VF] - /2

,
2sin7]

.

Zum1 (f(x) = S

f "(x)2sin (1- x2) 1

Calculer f : I

&

2sin(1 - x2) = y = sin(1-xz)= o
I

= > 1-x = arcsin * = &

X = 1 - arcsin => i
-

X = Farcsint quisque OXF
-2 .......

-

- 2 2Im1

=> f(x) = Farmin Ey , f x
=yS

f : 10
,
N] -> --2 ,

2 sin 1] I
f" : 1-2

,

2n1] -> [0,]
:

N


