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Rappel: Ex1
.
Serie giomitique:w =Pr , 11divergente , IrK1

Ex2 . Serie harmonique: est divergente. cours 10

E La serie test convergente
Demi Su=2 = 1 + ( + 52 + ++ + 5+ +- + ... 1 + 2 F =

22 2 . E 52

= 1 +2=
Su

=> Sn(1+ Sn = ESn < 1 = Sn62 EneN

(Su)t Suti Su= 0 · Alors (Sul* et majore par 2

=> (Sn) est convergente la serie converge
.



Remarques . (1) La serie est convergente pour toutp > 1 (Serie 7)
.
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(2)** dif3(2)=Euler-1750) Voir zeta .pdf"sur Moodle
↑
function zeta de Riemann

13) La fonction zeta de Riemann : 31s) =Es , convergente 1.
3(2)=
3 (2k) =E = Cr(

,

GEQ 3(2k) irrationnel FLEN
*

(Euler ~1750)

3(3) =est irrationnel (Apery-1979)
An moins une valeur entre 315) . 317)

.

319)
.
3111) est irrational

Hypothece 3(k) sont irrationnels FK22 natural (tris tres difficile
Exerci ** (M (1-4) · 3(s) = 1 #S22 naturels.

p premier

Astuc:33(s) =? (l-Es)3(s) =? Noir zeta .pdf our Moodle



Dif Convergence absolus. Hae seriean est dite absolument convergente
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si la Seriean est convergent
Proposition . Une serie absoliment convergente est convergente .

N

Dim : Soit Sn=ariPn=an
·

On sait
que (Pn) converge

= Jnoe/: Emin zno = /Pm-Pnl * E

ISm-Sul = 1 drigalt
is

triangulaire lar = 1Pm-Prl1 3 => [Su) est ene suitedeCauchy
=> (Sn) converge=an converge #

Proposition (Condition necessaire)
Si la serie Zan converge ,

alors him an=

Dem : Suan est un suite de Cauchy FEO5ho

Fminzuo = (Sm-Sul = 3
,
en particulier

ISn + -Sul * E

lan) Edelman = O.



Ex.linexistpal condition necessaire net asis
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satisfaite = la serie diverge

Remarque . Liman = O n'implique par la convergence de
Ex: diverge

53 .

2. Criteres de
convergence.

Proposition. CritiredeLeibnitz
pour

les siries alternees.

Soitan une serie telle 9 He :

S
(1) if existe peN: Enzp => Kamal (and

3(2) il existe geN : Fnzg = An+ 1
·Ano Walterne =

(3) liman = 0
n-0

=> Alors an est convergent [DE $4.

2
. 3]



Ex
.

Serie harmonique alterne : test convergente par le criters de -99-

(1) at n21 Leibnitz
.

(2) O; 10 B10 coverestand)
Proposition. Interede

comparaison (pour les ciries a termes non-negatifs : anzo)
Soit (an) et (8u) dux suites telles que JkEN

: Ozaneon Enzk

Alors : Si bn convergean converge
Siandivergen diverge

Demi III Soit Su= i
,

Pr=Dabi Fi

:m
11

O Sm-Sn[Pm-Pn Amanzk

Si (Pu) est une site de Cauchy= (Sn) l'est aussi = Sin converge
=>an converge

(2) Si /Sw)chverge , /Su)4 => (Su) n'est pas borne = LimSu
= 0 ; ancou

tuck
=> limPn= => [bn diverge

.



Ex. Considerons& / (cosx1xfIR
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↓= EN ;p= convergente

=> [/anest convergente par le critre de comparaisona

=>o est absolumentconvergente convergent
e

An Un

Remarque. Sian posside que de termes positifs (negatifs), et la suite
des sommes partielle est majors (minores), alors la serien est convergente
Proposition. Critere de d'Alembert (pour les series

Soit (an) une suite : AnO NeNet limI ERR
Alors Si91an converge

absolument

Sit an diverge
Si p = 1 => pas de conclusion

=

SIde :
comparaison avec une serie geometrique (Voir Serie 7).



Proposition Critere de Cauchy (de la racine)
. generalisation :

-10 -

Soit (an) une suite et 7 limitant =per) limmpant =3)
n ->0 =

Alors si 11an converge absolument

Sig1 = diverge .

Ide : comparaison avec une serie geometrique (Voir Serie 7).

Remarques . (1) Silimretinal
(2) Parfoislimant existe ,

mais limnexiste pas (Voir exemple daas (Sn -> Serie 7

(3) Silim = 1 on limitant = 1
,

alors
pas

de conclusion
#

new

our la
convergence dean

Ex& n = c diverge , maislimlin
-

& converge, maishm /lim = 1



Ex
. (1) Critere de d'Almbert :1
=10
Imm = 0=1par

le critere de d'Alembert

! conversat

(2) Serie area parametre XIR un parameter
Par le critere de d'AlembertIm= = 0 Ex

=> converge
absolument Ex

On
veria plus tard que = e Exer



Question 11

La serie converge si et seulements i

① - 42x4 Critere de Cauchy :"T = li
Em =Em =/

B , 42414 p

11 < 1) - 42 < 4 =>conv absolument .
C 1911 11 > 4 = diverge.

D - 4224 3 = 4= Condition necessaire im

E 02411 =Im= la serie divee

Ye

d = - 4= divergent


