
Sus-suites. Suites de Cauchy. -86-

Dif Une sons-suite dune suite (an) est une suite ke Ank
on k+ No est une suite strictement croissants de nombres naturels :

Ex
.

1 an = f FnEI = den = (1 = 1 Jaza)c(an) limder = 1
k -> -

an = (1 =- 1 (zme)((an)lim Chart -
(an) est divergente

Proposition. (convergence d'une sous-suite) .

Si lim an = 1 = toute sous-suite (ana) converge aussi vers
I.

n-

Demi Soit 30 = FoEN : Fuz no lan-llE

Donc Fkzno= = k = No = Iann-llEdtlman
Theoreme de Bolzano-Neierstrass

.

Dans toute suite fornes it existe
whe sous-suite convergen fe

Edie : Jm
.
MER : m = (n) < M = > On divise l'intervalle Im

.
MJpar 2

On retient la motie contenant un nombre as diclements de (an)
I 1 Puis ou recommence

.

La longuer des intervalles-mm - M
↳ Er

En choisissent un elementdans chaque intervalleplus loin dans la suite, on obtient
une sous-suite convergente.



Suites de Cauchy - 87 -

Def La suite Cand est une suite de Cauchy si VE O il existe noex
tel
que Enzno et Emano lan-amIEE

.

Proposition . Une suite (92) est une suite de Cauchy Seulementscandestconvergente

Ide : (=i (1) Une swite de Cauchy est fornee
(2) Bolzano-Neierstrass = F une sous-suite convergents
(3) Cauchy + sous-suite convergente = la suite converge

() In egalite triangulaire : lap-agl = lap-el + 11-ag! 2E

Voir [DZ
,
S3 .
7

. 4]



fixe - 88-

Remarque . Lim (antk-an) = O KEN n'implique pas que land est une suite de Cauchyny-

Ex
. An= = lim(E-r) =Lim- = 0-

h->x Mk' + In

Mais An = # + & est divergente
=> (an) n'est pas une suite de Cauchy.

Explication .

Soit keI : Sim (antk-an) = 0 .

Alors FesO Inoe: Khano
h = x

lamek-anl * E Chest fixe) . Donc no peut dependedek. Si an = i
si on augmente t , ona frower no toujours plus grand pour le meme 20 .

Mais dans la propriete de Cauchy ,
no est le meme pour

toute difference
d'indices : 2x0 = Jnot/ : En .

m = no => /an-am/ * E
.

(m -n) (m-n) arbitrairementgrand.

Donc la propriete de Cauchy estplus forte quehim lant-an)- =
FkEIN

.



Limite superieure et limite inferieure d'une suite bornee
.

- 89-

Def Soit (xn) une swite bornie : Jm
,
MER : mEX-M UneN

On definit la suite yu = sup Exx , kn3 Yn YnI XnIm theN

Alors :

fa suite En = inf(x , =n} En4EnEXnEM FnEI

5 limyndlimsu (yn)t ,

minore
parm

5 lim zudlimini (2n)4
, majorie par

M3 En = Xu- Yn EneN

Ex1
.

Xn = (1) (1 + m)
,

n2 1 Corne : - 21 (Xn) = 2

Xn = ( - 2 , 1 + H ,

- 1 -g
,
1 +5 - 1 - 55

..... ↓
exercise

H = 12 3 45

yn = (1 + 1, 1 + 4 , 1+ 7 ,
1 + 76..... 1+ F ..) Limyn = 1

zu = 72
, -1- -1- ,

-1-25, ...

-1- T.)lin
SimsepXn = 1 liminfXn = -I

Remarque : Si liminfxn = limsupxn = 2 => limyn = hmzn-

On a : Zu = Xnn => Parles &gendarmes Flimxn = h
↓ E n ->a

l b



-90-

Remarque Si limeup Xn = 1, et liminfXn = le = il existe une sous-suite Exar] convergenRevers ?et une sous-suite &Xnj] convergente vers &2

Proposition Une suite Corne (Xn) converge vers (EIR
<=>

limsup xn =minfxn = (VoirDE

Ex1
. Xn = ( 12 (1 + (2) n >1

On a calcule limsup Xn = 1 => la evite est divergente
Ciminf Xn = -1

Ex2
. Xn = 1-

,
121 Trouver yu .

In
, LiminfXn , limsup xn

Xn = 10 ,
E
,

5
,
5
,
5 ......

yn
= sup9x :2n) = /1 ,

1
,
1, ... ) => msuXn =y = 1

h ->

En = inf(x : ven3 = 10, 3
,

4
, .. .. ) => Liminfxn = limzu = 1

n-> x h ->

(Xn) convergentelimxn =



Question 10
.

Soit Un=sin) ,
ne Alors I

·

O

A liminfan =- et limsup an =
·

sin()=01, ....B. liminfan = limsupan periodique
C

.
Liminfan = O et limsupan = 1 22

O. liminfan = et limsup an = 1
E

. limifan=E et limsupan =t ·
- 202

↳me



Chapitre 3. Series numeriques .

- 9) -

~

Definitions et exemples
.

Def La serie de ferme gineral an est un couple
(1) la Suite (an)
(2) la suite des sommer partielles Sn detavastata

Notation : -Serie de terme general a
Sn =Ar n'icme sommepartile

-

Dif Serierest convergentet la suite (Sn) des sommes partielle
est

convergente
.

Si limSn = l ,
on dif

que
la serieTan converge vers

-
S : (Su) est divergente ,

alors on dif que
la seriek est divergente

En particulier, silimSn = 10
,

onecritar



ExO
.In ; Su ==Ot+= Westpasborne-

=> limSu = do = = a divergentto
h -> x

Ex1. Serie geomitique &SK

Rappel : (1 +x+x2+... +x)= x ->
O suitegeometrique

x=Sum
=> = 2

D'une maniere similaire on obtient 11
Exercise : Fr est divergente si NK1.
(1) 1511 = la Suite Sn= n'est pas borne divergente

(2) = 1 =S= 1 = 0 divergethe

(3)r = 1 = = Sn : (1
,
0
,
1
,

0
,
1
..
..

.. ) = (Sn) est divergente.
Sn = 1 - 1 + 1 - 1 +

1

-.....



Le paradoxe d'Achille et de la tortue (Zenon d'Elce -450 av
.
3
. 2

.

) -93-

Achille : 10t -TOOm
La fortue : 0

.1 ↑

Zenon : Achille ne pourra jamais rattraper
la tortue s'il la accorde une avance de 100m -

101m
!

,b)
.spar exemy

Achille- + 100m > la fortue = + 1m 101
.

01 m
↑

Achille + 1 m => la fortu + 1 cm
,

Ainsi
, chaque fois la fortu se retrouve

encore plus Coin que
Achille.

Considerons le temps quil faudrait
a Achille

pour vattraper la fortie.

Toserie gionetique r= to

=> Achille rattrapera la tortur apresU seconds



Conclusion : D'apres Zenon
, l'impossibilitpour Achille de rattraper la fortie

-94 -

vient du fait qu'il lui faudrait courrir un nombre infini d'intervalles .

Mais diapres note calcul, une somme infinie d'intervalles de dicroissance
geometrique converge vers une longueur finis.

Ex2
. Serie harmonique .

=... Cette serie est divergente

Dem Supposons Elim Sn = SER
n ->

Sn = 1 + 2 + y + --+ h ; Sen = 1 + 1 +( + .. . + 1 + m +-

S
.
Sa Sa SuSs So S7--. .

(Sen) est une sous-suite

S2 S4 So Si him Su = S = im San = S
n -> h + x

San-Sn=+ +...n+2 FuEN

nodd En 2n
↓ne

0 = S-S X + 02 absurde
2

=> lmSn = o et = est divergente #


