EEEEN BN +1/1/60+

EPFL

Ens: Lénaic Chizat
Analyse I - Section
13 janvier 2025
3h30

Student

SCIPER: 999999

Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 16 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant-e sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant ’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
43 points si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
+1 point si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant-e se réserve le droit de ’annuler.

Respectez les consignes suivantes | Read these guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer | ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren

X ¥V & [] [ ]

ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Premiére partie, questions & choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’'une seule réponse correcte par question.

Question 1 : La série

e ekn
Z 1+A
n=1 n

converge si et seulement si A € I, o I est ’ensemble

D ]700,0[ D [*17+OO[ I:l }*ooafl[ D ]700,0}

Question 2 : Soit ’équation

|| 22

z 4(cos (%) +isin (%))’

Parmi les nombres complexes ci-dessous, lequel est solution de cette équation?

[]z=2 cos( =) +isin (13)) [ ] z=2(cos (gﬂ)—i—lsm(?’r)
[]z=va os (17) +isin (£21)) []z=1 os (§) +isin (§))

Question 3 : Soit f: R — R la fonction bijective définie par

flx)=2>+3z+1

et soit f~1: R — R sa fonction réciproque. Alors (f~1)'(1) est égal &
O3 O O O 5
3 5 6 78

Question 4 : Soit f: [~1,2] — R définie par f(z) = e**!(2? — 22 + 1). Alors son ensemble image,
f([=1,2]), est égal a

L [0¢?] [ [4,¢°] L1004 [ [0, +o0f

1

1
Question 5 : L’intégrale/ ﬁdx vaut
1 r° =

[] —110g(3) [ ] 21og(3) [ ] Llog(3) [] —3log(3)

Question 6 : Soit f: R — R la fonction définie par

s 2
w siz <0

fla) = v
x2 six>0

Alors, en . =0, f est

|:| dérivable a droite mais pas & gauche

D dérivable & gauche mais pas a droite

|:| dérivable a gauche et & droite mais n’est pas dérivable
D dérivable
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Question 7 : Soit f: ]0,1[ — R la fonction définie par

_ log(|log(a)])

Alors
li =0 li - _
[] Jim f(x) [] m, f(@) 00
1. — 1. = _1
L] lim f(x) =-+oo L] lim f(x)
o log(t
Question 8 : L’intégrale / og2( ) dt
1 t
|:| converge et vaut 2 D converge et vaut %
D diverge D converge et vaut 1

Question 9 : La limite

. n?+1\"
hm e a—
n—oo n(n + 3)
existe et vaut

De*?’ De’l DO Dl

Question 10 : Soit A C R I’ensemble défini par

1
A:{CEER* : 22}.
x

Alors
1
[ JInfA=0 [JImfA=1
[ JmfA=2 [ ] A nest pas minoré
o~ (n))?
Question 11 : Le rayon de convergence de la série entiére Z " est
(2n)!

n=1

[]1 []+o0 []4 [Jo
Question 12 : Soit (uy,)n>0 la suite définie par ug = /3 et, pour n > 1, u,, = \/3u,_1. Alors
[] lim u, =V3 [] lim u, =3 [ ] (un)n>o diverge [] lim u, =0
n—roo n—oo - n—roo

Question 13 : Soit f: R — R la fonction définie par

=1
og(a” +1) sixzx >0
3z

Alors

|:| f est continiment dérivable sur R
D f est dérivable mais n’est pas continiment dérivable sur R
|:| f n’est pas continue sur R

|:| f est continue mais n’est pas dérivable sur R
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3
Question 14 : Soit f(z) = log (2 + ac) Alors, le développement limité d’ordre 2 de f autour de 2o =0

est donné par

[ ]log () + 2+ 222 + 2%¢(x) [ Jlog (1) +z— ‘L; + 2%e(x)
3
[ ] log (2) +1log (3)x — %gﬂ + 22%e(x) [ ]log (2) + 22 — 222 + 2%¢(x)
o (—D*
uestion 15 : La série —
|:| ne converge pas mais converge absolument D converge mais ne converge pas absolument
|:| converge et converge absolument D ne converge pas et ne converge pas absolument

Question 16 :
Soit f: [0,4+o00[ — R une fonction continue et les suites (ax)r>0, (bx)r>0 définies par

ar = f(2k) et bp=f(2k+1).

Si
lim ar = -1, et lim b, =1,
k—o0 k—o0
alors, I’équation f(z) =0
|:| posséde une infinité de solutions D posséde exactement une solution
D posséde exactement deux solutions |:| ne posséde aucune solution

Question 17 :  Soit (a,),~ une suite telle que lim a, =2, et (by),>, la suite définie par
= n—oo -

bnzl—i—ancos(ng), n>0.
Alors
D liminf b, = —1 et limsupb, =3 D liminf b, =3 et limsupb, =3
n—o00 n—00 n—oo n—00
D liminfb, =1 et limsupb, =3 D liminf b, = —2 et limsupb, =2
n—00 n—00 n—00 n—00

1
Question 18 : L’intégrale / dx vaut
0

ve+1
8 —2v2 4-2V2 []4-2v2 V2+1
D 3 D 3 D 3
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si affirmation est toujours vraie ou
la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question 19 : Soit (a,),>0 une suite bornée telle que pour tout n € N, a,, > 3. Alors liminf a,, > 3.
- n—oo

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 20 : Il existe une fonction f: R — R bornée et injective.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 21 : Soit f: R — R une fonction continiment dérivable. Alors

1, .o 1 k ,
0= 550+ [ J@r@da ek

[ ] VRAI [ ] FAUX

(o)
Question 22 : Si la série entiére Z ay (x — l)k converge pour x = 0, alors elle converge pour = = 2.
k=1

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 23 : Soient f et g deux fonctions possédant des développements limités d’ordre 1 autour de
o = 0, donnés par

fl@) =142z + ze(x),
1
glx) =1+ 3% +ze(x).
Alors le développement limité d’ordre 1 de f(g(x)) autour de xg = 0 est donné par

flg(x)) =3+ 2z + ze(x).

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 24 : Les racines du polynome 2z* + 23 — 222 + 22 + 4 sont {—2, -1, i, 1+4}.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 25 : Soit f: ]0,1[ — R une fonction continue. Alors il existe une fonction continue g: [0,1] = R
telle que g(z) = f(z) pour tout z € )0, 1].

[ ] VRAI [ ] FAUX
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Question 26 : Soient A, B C R deux ensembles non vides et bornés, et ¢ € R. Alors,
Sup{x+c¢ : v € A} —Sup{zr+c¢ : € B} =Sup A — Sup B.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 27 : Soit f: R — ]0,00[ une fonction dérivable. Alors la fonction g: R — |0, oo définie par
g(x) = f(x)7®) est aussi dérivable sur R.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 28 : Soient (an)n>0 €t (by)n>0 deux suites telles que pour tout n € N, 0 < a,, < by,. Si la série
oo

oo
. - 1
E a,, diverge, alors la série E . converge.

n=0 n=0 "

[ ] VRAI [ ] FAUX
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Troisiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans l'espace dédié. Votre réponse doit étre soigneusement justifiée, toutes les étapes de votre
raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au

correcteur.

Question 29: (Cette question est notée sur § points.

I:lo |:|1 |:|2 Ds D4 |:|5 Réservé au correcteur

(a) Soit (an)nen une suite réelle et £ € R. Donner la définition de “la suite (a,) converge vers £”.

(b) Soit (un)nen une suite réelle telle que ses sous-suites (uax)ken €t (Uok+1)ren convergent chacune vers
un méme réel £ € R. Montrer que (u,)nen converge vers £.
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Question 30: Cette question est notée sur 6 points.

I:Io |:|1 Dz Da |:|4 l:’s Ds Réservé au correcteur

Soit, f: ]f%, +oo[ — R définie par
1

T 312

f(z)

(a) Montrer par récurrence que pour tout n € Net z € | — %7 +oo],

3"n!

F () = (—1)nm-

(b) Ecrire la série de Taylor de f autour de zo = 2.

(¢) Donner le rayon de convergence de la série de Taylor de f donnée au point précédent. Justifier.
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Question 31: Cette question est notée sur 5 points.

I:Io |:|1 l:,z Da |:|4 l:’s Réservé au correcteur

(a) Trouver le maximum et le minimum de la fonction f : [—1,1] — R définie par f(z) = |[2® — z| + |z|.

(b) Donner, sans justifier, un exemple de fonction définie sur [—1, 1] qui n’est pas bornée.
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