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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé
recto-verso, il contient 16 pages (les derniéres pouvant étre vides), et 30 questions.
Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant
I’épreuve.
e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
+3 points si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
41 point si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur
blanc si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de 'annuler.

Respectez les consignes suivantes | Read these guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren

X ¥V & [ ] [ ]

ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures.
Il n’y a qu’'une seule réponse correcte par question.

Question 1 : Soit (ay),~; la suite définie par

n [ 6n+8 4
o=y (555 s

n

Alors :

|:| liminf a, = —6 et limsupa, =0

n—+00 n—+o00

|:| liminf a, = —3 et limsupa, =0

n—+00 n—+00

D liminf a, = —6 et limsupa, =6
n—+00 n——400

|:| liminf a, = —14 et limsupa, =0
n—+00 n—-+o00

Question 2 : Soient A C R et B C R deux ensembles majorés. Alors :

[ ] sup(AUB) = (sup A) - (sup B) [ ] sup(A U B) = max{sup A4, sup B}

[ ] sup(A U B) = min{sup A,sup B} [ ] sup(AU B) = (sup A) + (sup B)

Question 3 : Soit f: R — R la fonction définie par
|| six>—1,
s(@*+1) siz<—1.
Alors :

|:| f est dérivable sur R

|:| f est dérivable en x = 0 et continue en x = —1
|:| f est dérivable en x = —1 et continue en z =0
|:| f n’est pas continue en z = —1

Question 4 : Soit I = [0,%] et f: I — R la fonction définie par f(z) = cos(2z). Alors pour
tous z,y € I tels que x < y on a :

fly) = f(z) fly) = f(x)
D—zsﬁso []-1< .
D—WSMS—l DOSf(y)_f(m)SQ

y—x Yy—x
. . e L 1 20— 1
Question 5 : L’intégrale /0 mdx vaut

|:| 0 |:| V6 arctan(%)
[ ] In(3)—In(2) [] -1
L
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Question 6 : Soit f: [%, 1} — R Ia fonction définie par

f(z) = 14— lsin (f)

T s T

Soit I I’ensemble image de f. Alors :

[Jr=[,1+1] []1=12,3] [J1=[1-211] []1=0,2

0 2
. . . a\" . .
Question 7 : Soit a € R. La série E (1 + —) converge si et seulement si
n

n=1

[J-1<a<o0 [Ja<-1 [Ja>0 [ Ja<o

1
In(z
Question 8 : L’intégrale généralisée / (2 )dx
o+ T
|:| converge et vaut —1 |:| converge et vaut +1
|:| converge et vaut —4 |:| diverge

Question 9 : Les nombres complexes 3,1 — 2i, et 1 + 2¢ sont les racines du polynoéme

[ ]23—5224112—15 [ ] 23 —2i22445
[] 2341422 +15 [ ] 23—522+52+45
. . . . 1 1
Question 10 : Soit, pour ag € R, la suite (a,),>0 définie pour n > 1 par a, = §an_1 + 5

|:| Si ag = 0, la suite est convergente.
|:| Siag > 1, la suite est croissante.
|:| Siag < 1, la suite est décroissante.

|:| Siag <0, lim a, =—o0.
n—o0

Question 11 : Soit a, = 1 si n est pair et a, = 0 si n est impair. Le rayon de convergence R de

o0
la série entiére g anx"
n=1

|:| vaut % |:| est infini |:| vaut 1 |:| vaut 0

In(-L
Question 12 : Soit (ay)n>1 la suite définie par a, = (3n + 1) n(\/ﬁ) Alors :

L)t o =1 L) Jfrg an = oo
L Jag e =0 L Jag e =3
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Question 13 :
Soit f: R — R la fonction définie par

Alors :

|:| f est continue mais pas dérivable en x = 0
|:| f est dérivable en x =0
[ ] lim f(z) n'existe pas

z—0

|:| lir% f(z) existe mais f n’est pas continue en z =0
z—

Question 14 : Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = e”In(1 + z). Le développement
limité d’ordre 3 de f autour de x¢p = 0 est donné par

2 3 r? 3

L] fo) =2+ 5 =5 +a’(w) L f@) =2+ 5 + 5 +a%(a)
2 3 2 3

x* oz ‘ ¢

L fo) =2 =5 + 5 +a%() [ f@) =2+ + 5 +a%()
Question 15 : Soit la suite (ay,),>0 définie par ag = %, et pour n > 1 par a, =3 — . Alors :
N An—1
|:| la limite lim a, n’existe pas dans R |:| lim a, =2
n—oo n—oo

L Jig an =1 L Jig, an = 4

Question 16 : Soient a, b € Ret f: R — R la fonction définie par
— six <0,
sin(az +b) siz>0.

Alors f est continue sur R pour :

s s ™
Da:§etb:§ Da:*Zetb:O

[(Ja=0etb=—3 [(Ja=0etv="1
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1 n
Question 17 : Soit, pour tout k € N*, a;, = (—1) ]:; , et soit s, = Zak. Alors :

o0

|:| la série g ap, converge, mais ne converge pas absolument

k=1

|:| lim s, = —o0

|:| lim s, =400

n—oo

oo
|:| la série E aj, converge absolument
k=1

1
Question 18 : L’intégrale / z?e™% dzx vaut
0

[J2-2 2-2 mERE
€ (& €

k=1
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si affirmation est toujours
vraie ou la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question 19 :  Soit (a,)n>0 une suite de nombres réels non-nuls telle que li_>m an = 2. Alors
- n—oo

. Anp+41
lim —F

n—o00 Ay

=1.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 20 : Soit f: R — R une fonction bijective et croissante. Alors la fonction réciproque
f~': R — R est croissante.

[ ] VRAI [ ] FAUX

1
Question 21 : L’intégrale/ e () dz vaut zéro.
-1

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 22 : Soit f € C*°(R). Alors pour tout point zyp € R et pour tout n € N*, f posséde
un développement limité d’ordre n autour de zg.

[ ] VRAI [ ] FAUX

Question 23 : Soit f € C' (R). Alors il existe des nombres a, b € R tels que

lim L) Za=br
z—0 xT
[ ] VRAI [ ] FAUX

1
Question 24 : Si z € C est tel que |z| = 1, alors 2° + — est un nombre réel.
z

[ ] VRAI [ ] FAUX
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Question 25 : Soit f: [0,1] — R une fonction continue dont 'ensemble image est [0,1]. Alors il
existe z € [0, 1] tel que f(z) —z = 0.

[ ] VRAI [ ] FAUX
Question 26 : Soient A, B C R deux ensembles non vides et bornés. Si inf A < inf B et
sup A > sup B, alors B C A.

[ ] VRAI [ ] FAUX
Question 27 : Soit f : R — R une fonction qui est continue en xg = 0. Alors la fonction

g : R — R définie par g(z) = zf(z) est dérivable en z¢ = 0.

[ ] VRAI [ ] FAUX

o
Question 28 : Soient (ay)n>0, (bn)n>0 deux suites de nombres réels telles que les séries Z an et

n=0

o (o, ¢]
E b, convergent. Alors la série E anby, converge.

[ ] VRAI [ ] FAUX
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Troisiéme partie, deux questions de type ouvert

— Répondre dans l'espace dédié en utilisant un stylo (ou feutre fin) noir ou bleu foncé.
— Votre réponse doit étre soigneusement justifiée : toutes les étapes de votre raisonnement

doivent figurer dans votre réponse.
— Laisser libres les cases & cocher: elles sont réservées au correcteur.

Question 29 (cette question est notée sur 8 points) :

I:lo I:ll I:'2 |:|3 |:|4 |:|5 |:|6 |:|7 Ds Réservé au correcteur

(a) Enoncer le théoréme des accroissements finis vu au cours.

(b) Soit f: R — R une fonction quelconque deux fois dérivable sur R telle que f(0) =1, f(1) =2
et f(3) = 4. Montrer, en justifiant soigneusement votre réponse, que I'équation f”(z) = 0
admet au moins une solution dans 'intervalle |0, 3].
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Question 30 (cette question est notée sur 8 points) :

I:lo |:|1 Dz |:|3 |:|4 |:|5 I:le |:|7 I:ls Réservé au correcteur

Soit la fonction g: ]0,4o00] — R définie par

z2+3

9(z) = —

et soit la suite (an),~o , définie récursivement par ap = 2 et Vn € N* a,, = g (an—1). Montrer que
la suite est bien définie, bornée et monotone. Conclure que la suite est convergente et trouver sa

limite.
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