Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)



Analyse I Corrigé 6
EPFL - Sections SIE/GC/SC

Solution 1.

()
(b)

La suite converge vers 0, donc lim inf a,, = lim sup a,, = 0.
n—oo n—00

On calcule quelques valeurs de la suite: (a,) = (1,—%,—%,1,—%,—%,...).

Ainsi, pour tout n, on a {a>,} = {1, —%} = sup{a>,} =1 et inf{a>,} = —%
1
d’ott liminf a, = —= et limsupa, = 1.
n—00 2 n—00

2%k .

Pour n, = 2k, on a a,, = (1 + ﬁ) — e (car c¢’est une sous-suite de (1 + %)n
1 2k+1 1

" o 2k+1) e

(car ¢’est une sous-suite de (1 — %) qui converge vers %, cf exercice précédent).

On se convainc que ces limites sont les plus grandes/les plus petites possibles

(toute autre sous-suite est une sous-suite de ces sous-suites!). On trouve donc

qui converge vers e, cf cours). Pour ny, = 2k+1, on a a,, = (1 "

liminfa, = — et limsupa, = e.
n—00 € n—00

On remarque que cos(mn) = (—1)" et cos(%) vaut (—1)™ si n = 2m est pair,

et 0 si n est impair. Donc, a,, prend les valeurs suivantes:

n 0 1 2 3 4151671819
an %ng ?1:—2 o =2 *?1:—2 21-2(-2|-2]%|-2
I suit que {a>,} = {—2, 2} pour tout n € N, et donc
liminfa, = lim inf{a>,} = -2 et limsupa, = lim sup{a>,} = 2
n—00 n—00 300 n—00 3

Par définition de |z], 0 <z — |z] < 1, donc 0 < a,, < 1. Pour ny = k? on a

an, =k —k=0-—70, dou liminfa, = klim apz = 0. Bt pour nj, = k? — 1,
n—oo — 00

on remarque que |[Vk% —1| =k —1, et donc a,, = Vk2—1— (k—1). Cette
suite converge vers 1 (cf S5E3(b)(i), ou S4E6(j)), et on a donc limsupa, =

Solution 2.

()

(b

d
(e

)
(c)
(d)
)

n—oo
lim a2, = 1.
k—o0
Vrai. On a |a, — 0] = ||a,| — 0], et donc |a, — 0] < € si et seulement si

||an| — 0] < e. En contemplant la définition de “converger vers 0”, on conclut
que a, — 0 si et seulement si |a,| — 0.

Faux. Prendre a,, = 1 pour tout n
Faux. Prendre a,, = n.
Vrai. Cest la définition de convergence (cas général) vue en cours.

Faux. Prendre par exemple a,, = (n — 10)2.
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(f) Faux. Prendre a,, = 2n et b, = n.

(g) Faux. Prendre a, =n et b, = 0.

nbn
(h) Vrai. Posons lim a,b, = 5. Pour n assez grand, b, # 0 et donc a, = ab ,
n—oo n
d’ou .
li li anbn JLT{}O anbn 82
im a, = lim = = = =,
n—oo

(i) Vrai. On a
0 < Jan] < sup{Jas.]}.
La suite & droite converge vers 0 (définition de limsup) et donc |a,| — 0 par
le théoréme des deux gendarmes.

(j) Faux. Prendre a, = 1+ (—1)". La suite vaut alors 0,2,0,2,0,2,..., donc
liminf |a,| = 0, mais (a,) diverge (car (—1)" diverge).
n—oo

Solution 3.
(a) Les sommes partielles sont

- 1—qg"t! 1
— —q —q

car |¢| < 1,d’ou |g|™*™ — 0 (suite géométrique de raison < 1) et ainsi ¢" ™! — 0.
o

n—00 —_ q

1
Donc b= lim S, = ——.
n Zq im 1
k=0
(b) Si |g| > 1, le terme général ¢" ne tend pas vers zéro, donc la série diverge.

Solution 4.
(a) Sip > 1, on utilise la méme astuce que pour le cas p = 2 (vu en cours). Si
S, dénote la n-iéme somme partielle, alors (.S,) est croissante (car S, ; =
Sp + m > S,). De plus, en séparant les termes pairs et impairs, on a

- 2v - 3p 4p - BP (2n)P  (2n+1)P
:1—|—i ! +§:;<1+2n 1 :1+21—pzn:i
— (2k)P — (2k + 1) — — (2k)p  kr

<1+2'7g,.

d’ou (1 —2'77)S, < 1. Comme p > 1, on a 277 < 1 et le facteur (1 — 2!77)
est positif. On trouve donc I'inéquation .S, < 1_2;1,?, et (S,) est majorée. Elle
converge donc par croissance majorée, et la série aussi.

(b) Sip <1, la série diverge par comparaison: on a k? < k et donc kip > % Ainsi
o
ar > 7 et la série diverge car Z Z diverge (série harmonique).
k=1



Solution 5.

1 1
(a) La série converge par comparaison. En effet, 0 < Y < o donc la série
- +
1 1
converge car Z ok converge (série géométrique avec |q| = 5 < 1).
k=0

(b) La série converge: On utilise le critére de Cauchy / de la racine:

2 3
lim {/|a,| = lim on t - <L

n—oo n—oo 4n —+ 5 4

(c) La série converge: On utilise le critére de d’Alembert:
Ant1 . (n+1)3r 1

= lim ~———— == —
n—o00 3n+1n4 3 n—oo n4

lim

n—oo

Qn

(d) La série converge: On utilise le critére de Leibniz (séries alternées). En effet,
a, est alternée et |a,| est décroissante (dés que n > 2), et on vérifie facilement

que lim |a,| = 0, donc on a aussi lim a, = 0.
n—o0 n—oo

(e) La série diverge. En effet, si elle convergeait (et valait, disons a), alors la série

harmonique
= = 1 /1 1 =1 2

convergerait aussi. (Pourquoi a-t-on le droit de séparer les sommes infinies en
deux ?)

, L. 2
(f) Le terme général vaut a, = =5, donc la série converge (et vaut ).

(g) Si a, dénote le terme général, on a 'estimation suivante dés que n > 2:

7 7 7 7 1
ap, =Vn2+7—n= > = > ==,
n2+74n (n_|_7)2_|_n 2n + 7 n n
s . 1 >
Donc la série diverge par comparaison, car a, > — (pour n > 2) et E —
n —n

diverge (série harmonique).

(h) La série converge par le critére de Cauchy:

lim /|a,| = hm( ) —e?<1.

n—oo

(i) Cette série diverge car son terme général a,, ne tend pas vers 0:

. nn+4)(n-3) 1
1 ==
o e intz 770




(j) La série converge par comparaison. On a

vn+4—+/n 4 < 2
an = = < :
n n(vn+4+/n) ~ n¥?

0 0o
. 2 1
Donc la série converge, car 0 < (7% < 3L/2 et E — =2 E — 75 converge
n n3/2 n3/2
n=1

n=1

w

, . 1
(série de terme — avec p = 35 > 1).

2

Solution 6.
(a) C’est une série géométrique avec ¢ = e~!. Sa valeur est donc —— = ;.

e—1
(b) Les sommes partielles sont
1 1 1 1 1 1 1
S, = —— — + - b 1= 1
vn o on—-1 n—1 +n-2 V2 V2 NG
Donc lim S, = —1 et la série vaut —1.
n—oo
(c) On peut soit utiliser 'exercice 3(c) de la série 4, pour trouver:
Sy = zn: ! S N i 1 1
T k(1) ntl —f(k+1)
Ou alors, on réécrit le terme a; comme:
1 1 1
ay = ————=—— ——.
"Thk+1)  k k+1
Les sommes partielles sont donc
RPN SRR P S
" n+l n o n n-1 n-1 2 2 on+1

Donc lim S, =1 et la série vaut 1.
n—0o0

(d) Le terme ay, s'écrit

_ 1 _1/1 1
T kk+3) 3\k E+3

Donc comme au (b), tous les termes dans les sommes partielles se compensent,
sauf les 3 premiers et les 3 derniers:

S——1 L L L + 0 +1+1+1
"3\ n4+3 n+2 n+1 3 2

— 1 . 1/1 1 11



Solution 7.

(2)

Vrai. Comme la série converge, son terme général (—1)"a,, — 0. Ainsi 0 =
lim |(—1)"a,| = lim |ay,|, et il suit que lim a, = 0 par le théoréme des deux
n—oo n—0o0 n—o0

gendarmes.

Faux. Prendre par exemple a,, = % On retrouve alors la série harmonique, qui

diverge (vu en cours). . .

Vrai. Comme |(—1)"a,| = |a,| et Z |a,| converge, Z(—l)”an converge ab-
solument, donc converge. n=1 n=1

Faux. Prendre par exemple la suite a,, = —n qui est strictement décroissante.
Comme (—1)"a, = (—1)""'n ne converge pas vers zéro, la série diverge.

Faux. Prendre par exemple la suite a, = (_—\/l%n Par le critére de Leibniz, la

o

. (—1)" 5 1 . L. .

série E NG converge. Par contre a; = — et on obtient la série harmonique
—~ n n

qui diverge.

Vrai. Comme lim |a,| = 0, il existe N tel que |a,| < 1 pour tout n > N
n—oo

(définition de la convergence avec ¢ = 1). Donc 0 < a? < |a,| pour tout
o

oo
n > N (= pour n assez grand) et ainsi la série E lan)? = E a’ converge
n=1 n=1
par le critére de comparaison.

Faux. Prendre a,, = n—12

Faux. En effet, seuls les termes a; avec k grand comptent pour la convergence

e 1
ou non d’une série Zak. Comme a; = T pour k assez grand, et que
k=1
p = % > 1, la série converge. (Méme si les mille premiers termes de la série
sont ceux d’'une série divergente.)

Version formelle: utiliser le critére de comparaison (pour k& > 1000). Ou alors,

1000 n n 1 o) 1
siu:E 5ka10rsona0§5ak§u+ E — < u+v,0ouv= —.
k=0 k=1 k=1001 1 2

n
La suite S,, = Z ay est donc croissante et bornée, et converge.
k=1
Vrai. On utilise la définition des séries comme limite des sommes partielles .S,,,
et le fait que la limite d’'une somme est la somme des limites, si les limites
existent.



