Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)
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Solution 1.

(2)

(b)

La suite a,, = g—j converge vers 0 par le critére de d’Alembert:
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d’ou lim — = 0 par le théoréme des deux gendarmes.
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La suite n2372737/2 = n? < ) diverge, et on a
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lim a, = 4o0.
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Cela se voit en utilisant le critére de d’Alembert:
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La suite est majorée par "2t et minorée par — o=~ Ces deux suites

convergeant vers 0, on conclut par le théoréme des deux gendarmes que la
suite originale aussi.
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La suite est majorée par 5— et minorée par —5—. Ces deux suites conver-
geant vers 0, on conclut par le théoréme des deux gendarmes que la suite

originale aussi.
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On a lim a, = ———— = — = 1 par un résultat du cours.
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On a lim a, =1° = 1.
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On constate d’abord que

pour tout A > 0 (utiliser d’Alembert). Ainsi, pour n assez grand, on a n! > A"
(sinon la limite serait > 1), d’oul

lim (n))Y" > lim (A™)Y" = A.

n—o0 n—o0

Comme A > 0 est arbitraire, on trouve lim (n!)"/" = +o0.
n—oo



Solution 2.

Si p(z) est de degré d € N, alors lim pgﬁz = 0, et donc p(n) < n?*t pour n assez
n—oo 1
grand (sinon, la limite serait > 1). De plus, comme lim p(n) = +oo, on a p(n) > %
n—oo

pour n assez grand. Ainsi, en prenant les racines n-iémes, on trouve
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Les limites a gauche et a droite convergent vers % =1let 1% =1, don

lim {/p(n)=1
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par le théoréeme des deux gendarmes.

Solution 3.
Pour <, on utilise la sous-suite triviale d’indices n; = k. Comme lim a,, = ¢, on
k—o00

trouve lim a; = lim a, = /.
k—o0 n—00

Pour =, soit ¢ > 0. Comme a,, — ¥, il existe N tel que pour tout n > N, on a
la, — ¢] < e. Comme ny est strictement croissante et a valeurs dans N, n, > k, et
ainsi ng > N dés que k > N. On pose alors K = K. = N, et on voit que, pour tout
k> N, on a |a,, —{ <e (car ny > N). Comme ¢ était arbitraire, on conclut que
Ap,, — L.

Solution 4.
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limite, qui vaut e.

kQ
n remplacant l'indice n par k, on voit que la suite (1 + 5 est une sous
d) E lagant I'indi k it que la suite (1 + 2 t
n
suite de (1 + %) , avec indices n, = k2. Ainsi, ces deux suites ont la méme

(e) A nouveau, on change U'indice & k pour plus de clarté:

2k

n
Sous la racine, on a donc une sous-suite de (1 + %) avec indices n;, = 2k, et
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la limite de la suite originale vaut donc +/e.
Solution 5.
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Solution 6.

(a) On pose ny = 2k, et on trouve a,, =1+

1

o =1+ — L

(b) La seule chance est d’annuler le sinus. Cela arrive a chaque fois que n est un

multiple de 3, disons n = 3k pour k € N, car on a alors sin(Z*
Ainsi, pour n, = 3k, on a a,, =0 — 0.

5') = sin(7k) = 0.

(c) La suite est déja constante = 0, donc on peut prendre la sous-suite triviale
(d’indices ny = k).

(d) On essaie ny = 2k pour annuler le (—1)". On trouve (1+ 5-)", sous-suite de
(1 + %)n qui converge vers e.

4k
(e) En prenant ny, = 4k, on trouve a,, = cos(4k)
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Solution 7.

3
cos(5 (impair)) = 0. Ainsi, pour n; = 2k, la sous-suite (ag;) est constante = 0
et converge donc vers 0.

—-1)) =

(a) Sin est un nombre pair, n® —1 est un nombre impair, et donc cos(5(n
(b) Sin est de la forme 4k — 1 (i.e. sin = —1 (mod 4)), on vérifie que n® — 1 est
cos(Z(n® —

2

de la forme 4m + 2 (i.e. n* —1 = 2 (mod 4)). Donc pour ny, = 4k — 1, on a
1)) = cos(5(4m +2)) = cos(2mrm + 1) = —1 — —1. La sous-suite
(a4x—1) converge donc vers —1.



(c) Pour nj, = k% onaa,, =VE — |[VK2] =k—k=0—0.

(d) Détermination des ny: On cherche des indices n tels que /n ~ k + 3, de sorte

que |\/n] =k et /n— |[/n] ~ 3. On prend le carré de I'équation /n =k + 3

pour trouver

N, 1 2

n=\(k+-) =k +k+-=E +E.
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On pose donc n;, = k% + k.

Calcul de la limite pour ng = k* + k: On remarque que k% < k? +k < (k+1)?
pour tous k > 0. En prenant la racine, on trouve

kE<Vk%+ =y <k+1 = L\/nkak.
Ainsi, on calcule
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Solution 8.

(2)
(b)

Vrai. La suite |a,| est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge.

Vrai. La suite |a,| converge, elle est donc bornée, d’ot ||a,|| < M < |a,| < M,
et (a,) est donc bornée.

Faux. On peut prendre a, = (—=1)"(1 + ).

Faux. Prendre a,, =

3= 3=

Faux. Prendre a,, =
Vrai, car elle converge.

Vrai. Sim > n, on a
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Soit € > 0. Comme % -107™ — 0, il existe N tel que pour tout n > N, on a

% -107™ < e. Alors pour m,n > N, on a |a,, — a,| < 1790 107" < e, et (ay,) est
de Cauchy.

Faux. Prendre a,, = v/n. Alors a, 1, —a, = % converge vers 0 pour tout

k, mais (a,) diverge.



