Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)



Analyse I Corrigé 4
EPFL - Sections SIE/GC/SC

Solution 1.

(a) Initialisation: ag = ¢ = ¢+ 0b, donc P(0) est vérifice. _Z"'_ Pas de récurrence:
P(n)

On suppose que P(n) est vraie, et on montre P(n + 1): a1 = a, + b
bn+c+b=">b(n+1)+c, et donc P(n+ 1) est vérifiée.

(b) a; =1 = {, donc P(l) est vérifiee. Pour P(n) = P(n+ 1), on a a,41 =

W P L1 -
il T T s +1, donc P(n + 1) est vérifiée.
(c) Pourn =1, (x—1)(1) = 2! — 1, donc P(1) est vérifice. Pour P(n) = P(n+1),
on a

(z—1D)@"+2" '+ Fdr+l)=(@—-Da"+ (- +--+2+1)
:x"—l,\}r)ar P(n)
=(x—1a"+2" -1

=g" " — 1 =1

n+1_1
’

et P(n+ 1) est démontrée.

Solution 2.
n(n+1)! (n—1)(n+2)! A

(a) (n+1)(n—1)! (n+ 2)n! =n'—nt=ni(n’—1).

n+ 1"
10
k:+1
n n! n!
) On a <k) ( ) TR =Dl =R T ==kt D)=k
nl(n—k+1+k) (n+1)!  (n+1
k—Dl(n—K)lk(n—Fk+1) k!(n+1—k)!_<k>'

(c) Ona(z+y)P’=1= (8) 2%°, donc P(0) est vérifice. Pour P(n) = P(n+ 1),

on a

(r+9)"™ =@+ )+ T (@ +y) (Z (Z) y)

k=0

£O B (e
E( B Qe



On peut alors faire commencer la premiére somme a l'indice £ = 0, et terminer
la deuxiéme a I'indice n+1 (on ne fait qu’ajouter 0, par définition du coefficient
binomial). Grace au point (b), I'expression devient alors

n+1 n n ® ntl o1
k,n—k+1 2 k, n—k+1
(20 () e e ()

et P(n+ 1) est vérifiée.

Solution 3.

(2)

n+1
0 = M, donc P(0) est vérifiee. Pour P(n) = P(n + 1), on a Zk: =
k=0

1 2 2 2 1 27
n(n2+ ) _2n+ ;n tn _ (n+ )2(n+ ),donc

k=0
P(n + 1) est vérifiée.

00+1)(2-0+1)

0= 7 , donc P(0) est vérifiée. Pour P(n) = P(n + 1), on

n+1 n

n +1)(2n+1) ,
a K= (n+1)* + k2p(:) n+12+n(n , ce qui donne
kZ:O (n +1) kZ:O (n +1) 6 q
1 1 2 1 1 2)(2
(n+ )(6(n+6)+n( n )):(n—i— )(n—i(—s )2n+3) et P(n+1) est vérifiée.
! o donc P(1) est vérifiee. Pour P(n) = P(n+ 1), on a

D 2 1310 n vérifice. Pour P(n n , on
©— 1 1 +i 1 pw 1 Lo
—k(k+1)  (n+D(n+2)  Zkk+1)  (a+Dn+2) n+l
1+n(n+2) (n+1)? n+1

N = donc P(n +1) est vérifice.
m+1)(n+2) m+1)n+2) n+2 onc P(n + 1) est vérifiée

On procéde par récurrence, ou alors on applique l'ex 2(c) a x =y = 1.

On procéde par récurrence double (on va montrer que P(n — 1) et P(n) im-
pliquent P(n + 1)).

0
Initialisation: On vérifie P(0) et P(1). On a (0> =1 = fi, donc P(0) est

vérifiée, et (é) + (2) = 1= fy, donc P(1) est vérifiée.

_.Z\"' Pas de récurrence: On suppose que P(n— 1) et P(n) sont vérifiées, et on

nl o el o
montre P(n + 1). On a = + , en
utilisant le 2(b). Comme le terme k = n+1 est nul dans les deux sommes, et le

n
n—=k
terme k = 0 est nul dans la seconde somme, 1’expression devient Z ( I ) +
k=0

" n n—1
Z (Z : ]f) = kZ (n ; k) +Z (n B 11 - k) = fosr1tfo = fora, et P(n+1)
=0

k=1 k=0
est vérifiée.



Solution 4.

()
(b)
(c)

(d)

+ 2 + + +
(12\/5> :6421\/5:32\/5:12\/5+1'

On multiplie 'équation de (a) par z".

On calcule: a,y 1+ a, = c(a™ 4+ a™) +d(B" + ") = ca™ 2 + dB" 2 = a,1s.

Init: On vérifie la formule pour fy et fi. =~ Pas de récurrence: Posons a,, =
n__gn

"‘\/56 . On suppose que f, = a, et f,r1 = a,11, et on veut montrer que

fnio = anyo. Par définition, f,.o = f,41 + fa, ce qui vaut a,.1 + a, grace

a ’hypothése de récurrence. Mais comme la suite (a,) est de la forme de (c)

1 _ 1 _ 5 _
(avec ¢ = 7 ot d= —75), ON & Gpq1 + Ay = Apig. DO frio = Apyio.

Solution 5.

(2)

Si |r] <1, alors |a,| = |ar™| = a|r|® < a, donc a,, € [—a,a] et la suite est
bornée. Si r > 1, on remarque que, dés que n > 1,

Up — p_1 = ar" '(r —1) > a(r —1).
Aprés une preuve par récurrence facile, on voit que dés que n > 1,

ap, > a(r —1)-n+ a.
b
Donc a,, est plus grand que la suite arithmétique b, = a(r — 1)n + a qui est
non bornée (cf cours). Ainsi a, n’est pas bornée. Finalement, si r < —1, on
applique le raisonnement précédent a la suite |a,| = a|r|”. On trouve que |a,|
n’est pas bornée, et donc a,, non plus.

Sir >0, a, > 0 et la suite est minorée par 0. Et si r € [—1,0], la suite est
bornée (cf (a)) donc minorée.

Si elle est strictement croissante, alors a; > ag, d’ott ar > aetr > 1.Sir > 1,
on aar > a, d’ot ar? > ar,...,ar"" > ar", et donc a,41 > a,, et la suite est
strictement croissante.

Trés similaire au cas précédent.

Onar=1=a, =ar"™ =a = ay = la suite est constante = a; = ay = ar =
a = r = 1. La boucle est bouclée!

Solution 6.

()

(b)

Strictement croissante, bornée car convergente:

. 3n . n-3 Jim 3 3
lim = lim 5T = == = 3.
n—oon+2 mocon-(14+2)  lim(1+2) 1
n—oo

Pas monotone (ni croissante, ni décroissante), bornée car convergente vers
(méme idée qu’au (b)).

wlot



(c)
(d)

Strictement croissante, non bornée (car a,, > n qui n’est pas majorée), donc
divergente.

Pas monotone (ni croissante ni décroissante), bornée car convergente:

n—1 . on(l-1) o1 -1 1
im = lim ——75~ = lim — - lim +=0-5=0
n—00 3n2+1 n—00 n2(3+n—2) n—o00 1, n—>o<>3+m 3

1

5 (voir point précédent,

Strictement croissante, bornée car convergente vers
mais avec n? en haut au lieu de n.)

Pas monotone (ni croissante, ni décroissante), bornée car convergente:

~N
()
n

Strictement décroissante, bornée car convergente:

Ogm_\/ﬁ:(m\/%)(ﬁ_i_\/—)
1

W NV N N
donc a, = vn+ 1 —y/n — 0 par le théoréme des deux gendarmes.

wl—=
sl

’an’ = n%_

— 0

Strictement décroissante, bornée car convergente. On a n? < n? +2 < n? +
2n + 4 = (n + 2)%. En prenant les racines, on trouve n < v/n? +2 <n+2, et
donc

242
no vtz _nt2
2n =  2n T 2n
Les suites a gauche et a droite convergent vers
grace au théoréme des deux gendarmes.

1

3, donc celle du milieu aussi

. . . . . A /,,,11241’,24’,1 /n2+3
Strictement croissante, bornée car convergente. On multiplie par T /nT s

pour trouver

—1
lim vn2+2+vVn2+3= lim
n—00 n—00 \/n2_|_2_|_ \/n2_|_3

car le dénominateur tend vers +oo.

Strictement croissante, bornée car convergente. On multiplie par ﬁ—m

pour trouver

2 1 _1)2 2_2 o
Lowol-(-l? L w2=3) (20

oo v/m —14n— 1 ”Wn(\/qﬂ—%)_(m“_m:

: : A R H Vni46n—34n?
Strictement croissante, bornée car convergente. On multiplie par T 6n—34n?

pour trouver que la limite vaut
n2(6 — 3) 6

lim n(6n —3) = lim i

n=r00 \/n% + 61 — 3 + n? Hoom(mH) 1+l

3




Solution 7.

()

(c)

Soit € > 0. On choisit N en résolvant 'inéquation:

2
\/ﬁ+7—1:i§5 & \/ﬁzz s n> T .
NLD NZD 5 5

On pose alors N = N. = n’importe quel entier > (5)2 Ainsi, dés que n > N,

on a
Vn+T7
Vn
(cf calcul précédent). Comme ¢ > 0 était arbitraire, cela montre donc que
la, — 1| — 0, i.e., que a,, — 1.

—1‘§5

Soit € > 0. Comme a,, — a, on peut choisir N = N_ tel que, dés que n > N,
on a |a, —a| < e (définition de convergence). On utilise alors I'inégalité trian-
gulaire inversée (a démontrer!)

|lz| = yl| < |z —y| pour tous z,y € R.
Ainsi, dés que n > N, on a
laa] — fal| < [an —a] <.

Comme ¢ était arbitraire, cela montre: |a,| — |al.

Pour la suite a,, = (—1)", on a |a,| =1 — 1, mais (a,) ne converge pas.

Solution 8.

(2)

Au (d), on a supA = max A = 4, puisque 4 = 3+ 1 € A; de plus, 3 est un
minorant et la suite a,, = 3 + % converge vers 3: ¢’est donc inf A.

Pour le (g), on trouve inf A = min A = 0 et la suite écrite converge vers 1 qui
est un majorant, c’est donc le sup.

Et pour le (i), on considére la suite de rationnels (a,) = (1,1.4,1.41,1.414,...)
qui est inclue dans A, et qui converge vers v/2 par en dessous. Comme v/2 est
un majorant, cela montre que sup A = /2. En prenant (—1)- cette suite, on
montre que inf A = —/2.

On montre le cas du sup (le cas du inf est similaire). Supposons que = = sup A.
Alors x est le plus petit majorant, il existe donc, pour tout n € N* un élément
a, € A tel que x — % < a, < z. Par le théoréme des deux gendarmes, la suite
(a,) converge vers .

A l'inverse, supposons que x est un majorant et (a,) C A une suite qui converge
vers z. Il faut montrer que z est le plus petit majorant. Soit donc y < x, et
posons € = 5. Comme a,, — x, on a |a, — x| < & pour n assez grand (disons
n > N). Dot a, € [x — e,z + €], et ainsi y < a, par choix de . Donc y n’est

pas un majorant, et x est bien le sup.



Solution 9.

(2)
(b)
(c)

(d)
(e)

Faux. La suite a,, = (—1)" ne converge pas, mais est bornée.
Faux. La suite a,, = % vérifie a,, > 0 pour tout n, mais sa limite est 0.

Faux. Si ng = 0 et a, est la suite définie par ag = 10%° 4+ 1, et a,, = 0 pour
n > 1, alors a, converge vers 0 mais |ag — 0] > 10%.

Faux. Pour a, = n et b, = —%, on a a, + 3b, = 0, une suite convergente (vers

0), mais ni a,, ni b, ne convergent.

Faux. Voir point précédent.



