Remarque sur les corrigés

Lire une solution, méme partielle, d'un exercice sans avoir essayé plu-
sieurs heures' de le résoudre est presque totalement inutile. Faire un
exercice en ayant la solution sous les yeux est beaucoup plus facile, et ne
prépare que trés mal & un examen (qui se fait sans solutions).

Par conséquent, la lecture du présent corrigé est déconseillée, et se fait
a vos risques et périls.

1. (méme parfois plusieurs jours)



Analyse I Corrigé 13
EPFL - Sections SIE/GC/SC

Solution 1.
(a) En utilisant que sin(x)? 4 cos(z)? = 1, on observe que

sin(z)” = (1 — cos(av)Q)2 sin(z) = — f(¢(2)) ¢ (2)

avec t = p(x) = cos(z) et f(t) = (1 —?)%. Comme les bornes de z sont a = 0
et B =7, les bornes de ¢ sont a = (o) = 1 et b = ¢(B) = 0. Ainsi

/Og (1- cos($)2)2sin(x) dr = — /10(1 _2)2ar
:/01(1—2t2+t4)dt

2, 1. 8
= |t— 3+ t°| = —.
{ 3" 75 ]0 15

(b) On pose z = p(u) = u? — 1, ¢'(u) = 2u. Comme z varie entre a = 2 = (1/3)
et b =3 = (2), les bornes de u sont a = /3 et 3 = 2. Ainsi

3Vr+1 22

de =2 du

pBur—1

2
:2/ (1—i— )du
/d +/ u+1—( u—l)du
(u+1)(u—1)
S|
—2/ du—l—/ du—/ du
V3 vau—1 vu+l
-1
= |2u +1 —_
s[5 54])]

—4—2\/_—|-10g< V3t >

V3 -1

(c¢) Le changement de variable a poser est = o(u) = u?, ¢'(u) = 2u. Comme x

varie entre a = ’1’—2 = gp(%) et b="0 = c,p( ) les bornes de u sont o = T et

. 4
B=1.



INE}

oll on a intégré (x) par parties avec f'(u) = cos(u), g(u) = u.

En intégrant par parties, on trouve

T

3 3
1
/1-logxdx—[xlogx]‘?—/ x~—dx:[xlogx—x]i’:3log3—2.
1 1

En intégrant par parties, on trouve

2 2 2
1 1 1
/ xrlogx dr = {—332 loga:] — / —x? . = dx
1 2 1 1 2 x

1 1 1 3
[ﬁmQIng— 1:1:2]? = 2log2 — 1+Z =2log2 — T

En posant © = \/z < x = u? on a % = 2u, donc dz = 2udu. Ainsi

d

4 2 2
/ eVe dx = / e“2u du = [2ue"]} — / 2e" du
1 1 1

2
= [2ue” — 26“} = 4e? — 2% — 2e + 2e = 2¢°.
1

En intégrant par parties, on obtient

2 2 2

1 1 1 1 1721 1
/Tlogxdx:[— ng} —/ ——zdxz[— ng——] =~ — —log2.
1T x|y T T zli 2 2

En intégrant par parties, on obtient

/x\/a:—lda::%x(z—l)g—/g(x—l)g dxz%a:(x—l)‘

(NI
|
’e?
’:‘/
[N
+
Q

En intégrant par parties, on obtient

X

1+x2d1’

/1 arctan(z) dr = x arctan(x) — /

1
= rarctan(x) — 5 log(1 + %) + C.



(j) En intégrant par parties, on obtient

2
/xarctan(Qx) dx = -au“ctan(Qac)—/1+43E2 dx
1 (422 +1—1
= -arctan(Qa:)—Z/xli—ZMQ dx
tan(2) 1/1 L 4
= — - arcta - = —
! 14422 @

1 11 2
-arctan(Qx)—Zx—l—Z—l-ﬁ/ T 12 dx

N’l R N’l % [\Dl e N’l e N’l e

1 1
-arctan(2x) — s + 3 arctan(2z) + C.

(k) Sans surprise, une intégration par parties donne

/1 log®x dx = xlog® x — /310g217 dx
Une nouvelle intégration par parties nous attend au tournant, pour donner
/1 log® z dv = zlogx — /210gx dx = rlog’z — 2(zlogz — x) + C.
Finalement, au bout du chemin, on trouve

/10g3x dr =xzlog®z — 3 [mlogfx — 2(zlogz — )]

= zlog®x — 3xlog® x + 6z logx — 62 + C.

(1) T s’agit ici de s’orienter vers une méthode d’intégration peu connue mais pour-
tant diablement efficace: 'intégration par parties. On trouve alors

/tan3xcosx dr = /taansinx dx
:—taancosx—/—cosx-2tana:(1+tan2x) dx
:—tan2xcosx+2/cosxtanx dx+2/cosxtan3xdx

= —tan®zcosz — 2cos T + 2/cosxtan3x dx
En passant 2 / cos z tan® z dz de P’autre coté, on obtient

—/cosxtangx dr = —tan®zcosx — 2cosx

donc
/cosmtan?’x dr = tan?zcosz + 2cosz + C.
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On utilise le changement de variables u = tan(z) < x = arctan(u). On a donc

6
dr = —1+1u2 du et cos®(x) = cos®(arctan(u)) = (\/11%2) — (sz)g_ Ainsi

1 (1+u?)? 2, 4
/cosﬁ(a;)dx / oy du /( + 2u” 4+ u”) du

2 1 2 1
=u+ -u®+ —u® + C = tan(z) + = tan®(z) + = tan’(z) + C

3 5 3 5
Comme au point précédent, on utilise le changement de variables u = tan(x) <
3
x = arctan(u). On a donc dr = =du et sin®(z) cos(z) = ( 1iu2> \/ﬁ =
ﬁ . AinSi
1 1+ u? u 2
——dr = du = — +log |u| + C
/ sin®(z) cos(x) / u? -2 g ul
1
=——— +log|t C.
2 tan?(x) + log [ tan(z)] +
Ici, on utilise le changement de variables u = tan(5) < x = 2arctan(u). On a
2 1—u? I
donc dx = "5 du et cos(z) = {7 Ainsi

1 1 2
/—da::/ 5 - du:/du:u—i—C:tan(E)—i—C.
1 + cos(x) 1+ 7% 1+ 2
Poser t = u® = dt = 2udu (avec t,u > 0)
t=x u=+/T
/ Vi dt:/ Y udu
t(141) u?(1 + u?)

vE 9
:/ du
1+ u?

= 2arctan vz + C

pour x > 0.
Poser 1+t = u? = dt = 2udu (avec t > —1 et u > 0)

t=x 1 u=+/1+x 1
—dt = 2u du
/ 14+v1+1t / 14+ u

/\/H-ac 2(1 +U) o 2d
= —au
1+u

=2V1+4+x—2log(l+V1+z)+C.

z 3y2_4 T 1 5 ,
L dy=] —— (P —dy+7)d
/ Yy =4y +7 Y / y3—4y+7(y y+Tdy

=log |2z® — 42 + 7| + C.
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Solution 2.
Pour intégrer des fractions polynomiales le méthode des éléments simples est parti-
culiérement adaptée.

(a) La décomposition en éléments simples est

1 1 1

rlx+1) = x+1

Ainsi

1 1 1
/x(x+1)dx /agda: /x+1d££ oglz| —loglz+ 1|+ C

(b) On commence par factoriser 22 — 5z — 66 = (z — 11)(z + 6). La décomposition
en éléments simples est alors

1 1 1 1
22—5xr—66 17\z—11 z+6)
Ainsi
! d—ll |z — 11] 11 |z + 6|+ C
2 _br—66 " 17 8l 17 OB 1* ‘

(c) La décomposition en éléments simples est

-2
- =24 P Sa— avec a=-2, =2 ~y=3.

r(z+1)2 2 x+1 (z+1)2°

/a:—?d_/_2+2+3 ;
x(x+1)2 v r z+1 (x+1)? *

3
= —2log|z| + 2log |z + 1| —I—H—i-C.

Ainsi

(d) Méthode 1: La décomposition en éléments simples est

a4+ yr40
(I+22F 142 (11222’

/#dw:/(lfﬁ " (1+_i2)2) o

1 1
= —log(l +2?) + = :
20g( +x)+2(1+x2)+0

avec a=1, =0 ~=-1, §=0,

d’ou




Meéthode 2: Une intégration par partie donne

3 /
Y dr= —le ! dx
(1+22)? 2" 1+ a2

x? +/ T
=—— x
2(1 + 22) 1+ 22
1 x?
=-log(l+2*) — —— 4+ '
plos(l+27) = 5y + ¢

et I’on note que les solutions obtenues par les méthodes 1 et 2 différent d’une
constante.

(e) La décomposition en éléments simples est

2
-2

a :Q+E+L, avec a=2, [f=2, ~v=-1

-2 x 22 -1

On obtient donc

2 —2 2 2 1
—— dr = -+ = - d
/x3—x2 v /(a:+x2 J:—l) v

2
= 2log(|z|) — log(|z — 1]) — —t C.

(f) La décomposition en éléments simples est

4x « B YT + 0
pramy il b eI R b ’ ’
d’ou
4z 1 1 22 |2 — 1]
/m4—1 v /(x—1+x+l x2—|—1> v Og(x2+1>+
Solution 3.
Sir#1,ona
/ —d;c:lim[x } = <1+limu1_T>: 1 . .
LT U300 _r_i_ll r—1 U—00 sir > 1.
r—
Etsir=1,

/1 — dz = lim [log(x)} = lim log(u) = +o0.

x U—»00



Solution 4. ‘
sin x

(a) La fonction tan(x) = = n’est pas définie (entre autres) en x = g On a

COsS T

™ _ . .
27 sinx ) 4 ging
der = lim dx
us

cos T =5~ [z cosw
= lim [~1 g
JAm [—log | cos z[]z
= lim [—log(cosz)]%
d—%5— 4

2

= lim (— log(cosd)—l—log(%)) = +o00

s
d—>5_

7r 27 sinz
car cos — = 0 et lim log(y) = —o0. Donc / dx diverge.
2 y—0+ x  COSX

(b) Nous avons

™ _ . .
2 sin ) ¢ sinx
<— dr = lim — dr
s

cosx)'/3 d>5- )z (cosz)3
3 d
= lim [——(cosx)Q/?’]
d—Z— 2 -
4
3 3.1 3
— lim (-2 23, S, L o) _ 3 2/3
d_1>r§1_< 2(cosd) +2( 2) 2(1/\/5)

car (cos g)z/:% =0.

(c) On rappelle que la fonction log(z) n’est pas définie en x = 0. On a
1 1

lim [ log(z)dx = lim [ (z)log(z)dx

c—0+ ¢ c—0+ ¢
1
pp. 1. 1 ’
= 61_1>Igl+ (x log(z)|. /c z(log x) da:)
= lim (—clog(c)—(l—c))

c—0+

1
= lim og(c)
=0+ —c—1
1/c

lim — —1=-1.
c—0+ c—2

—1

B.H.

(d) La fonction @ n’est pas définie en x = 5. On a

d
1
lim

p— 3 P J— d
d=5— J; 5—xdx_dli>r?—[ log 5 — z[fy

p— 3 P p— d

= g oG =0l

= lim (—log(5 — d) + log(4)) = +o0.
d—5—
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(e) La fonction ef n’est pas définie en x = 0 et l'intervalle |0, +o0[ n’est pas

majoré. On sépare donc l'intégrale en x = 1 en deux intégrales généralisées:

+oo e—f / d /+oo 67\/5 p
dr = T + xT.
ot N NE

1
Par le changement de variable u = \/x, du = ——= dx, on calcule

2 /T

t 7\/5 x=t 7\/5 u:ﬂ
/ e—dx: 6—alaz:zQ/ e’“du:—Ze’*/z—i—Qe’l
1 \/E r=1 \/E u=1

Ainsi:

N
h/f“ﬂ%cﬁ“
= — lim ’ e_f

c—0+ 1 \/_

= — lim (2 V¢4 2 ) =2 =
c—0+ e

—+o00 7\/5 d 7\/5 2
et / ¢ dr = lim € dr = lim (—2 6_\/3 + 26_1> = —.
1 \/E d—+oo Jq \/E d—+o0o e

oo o~V
o VT

(f) Une primitive de arctan(z) est z arctan(z) — 5 log(1+2?) (cf ex1(i)) On a donc

r=-+00

/0+00 (g — arctan(z)) dr = [x(% - arctan(m)) + %log(l + x2)] —

=0

On en déduit que dx converge et vaut 2.

1
lim x(% - arctan(x)) + §log(1 +x2)). On fait alors le changement de
r—r+00

variable = tan(y) dans la limite, de sorte que y T 7. On trouve

lim (tan(y)(g —y)+ %bg(l + tan?(y ))) = lim sin(y)(5 — y) — los(cos(y)) cos(y) g

ut3 u'3 cos(y)
fim W5 — y) — siny) + siny) + log(cos(y)) sin(y) — oo, Ainsi, cotte in-
u13 —sin(y)

tégrale diverge.

Solution 5.
a) On vérifie que f(z) = €T ost positive et décroissante sur |1, +oo[: On calcule
VT

e Vi@ +/7)

f'(w) = = . <0.

Ainsi par un résultat du cours, la série converge si et seulement si 'intégrale
“+oo

f(z) dx converge, ce qui est le cas (cf Ex 4(e)).



(b) On vérifie que la fonction f(x) = § —arctan(z) est positive et décroissante sur

0, 00l
1
"(z) = — <0.
fla) =1 <
+o0
Ainsi la série converge si et seulement si 'intégrale f(z) dx converge, ce

0
qui n’est pas le cas (cf Ex 4(f)).

(c) On vérifie que la fonction f(z) = TToe () lolg(log(x))p est positive et décroissante

(inverse d’une fonction croissante). Ainsi, la série converge si et seulement si
+o0o

I'intégrale f(z) dx converge. On fait la substitution v = log(log(z)) =
2

du = TTos(®) dx pour trouver

aclog
+oo +o0o 1
f(z)de = / — du.
2 1

og(log(2)) W

Cette intégrale converge si et seulement si p > 1 (cf Ex 3); il en est donc de
méme pour la série.

Solution 6. ,
(a) Vrai. Par le théoréme de la moyenne, 3 u € Ja,b] tel que 0 = / f(x)de =
f(u)(b—a). Comme b > a, on doit avoir f(u) = 0. ’

2 272
(b) Faux. Prendre par exemple f(z) = z sur [—1,2]. Alors / f(z)dx = {%} =
-1 _1

DO | W

>0 mais f(—1)=—-1<0.

Vrai. Par le théoréme de la moyenne, il existe u € |a,b| tel que f =
()
f(u)(b—a). Comme on a f(u) <0 et que b > a, le résultat suit.

(d) Faux. Prendre par exemple f(z) = x sur I'intervalle [—2, —1]. Ainsi f(z) <0
sur [—2, —1] mais F(z) = 32 > 0 pour tout x € [—2, —1].

(e) Faux. Considérer par exemple la fonction constante f x) sur Uintervalle
[0,1]. Alors F'(z) = = + 1 est une primitive de f mais / dt =
0
r—0=x#x+1=F(z).

Solution 7.

1
On pose [, =

(2% 4 a?)"
1 1 1 1 x
I1:/mdx:¥/<§)27dx:aarctan(a)—l—c.

10

dx, pour n > 1. On a



En intégrant par parties, on trouve

I / ] 1 J T / —2nx
n = e dr=————— — | —————dx
~ (ZEQ +a2>n (1'2 + aQ)n (I2 + a2)n+1
T ~——

1
2

D T R —
o (x2+a2)n +2an (x2+a2)n+l X

En écrivant 22 = 2% + a? — a?, cette derniére intégrale devient

r? + a® — a? 1 ) 1 )
i T i T | e = @l
(22 4 a?) (22 + a?) (2% + a?)

On trouve ainsi

z 2
]n = m -+ 2n]n — 2na In+1,
d’out ) 5 )
Iy = ‘ iy

2na? (22 4+ a®)" = 2na®

Pour calculer I'intégrale, on peut appliquer cette formule 4 fois avec a = 1 pour
trouver une primitive et I’évaluer aux bornes. Ou alors, on montre par récurrence

sur n que, pour ¢ = 1, on a

I, = fu(z) + ¢, arctan(z),

ou f, est une fonction avec f,(0) = 0 et hrf falz) =0,etcy =1letc, = %% e gz:g
T—>r+00
si n > 2. C’est vrai pour n = 1 avec fi1(x) =0 et pour n+ 1, on a
1 T 2n — 1
L = — I,
T o (a2 4+ 1)n * 2n
1 x 2n —1 2n —1
=5 1) +— fo(x)+ <cn : ) arctan(x)
frs1 (@)
= fni1(2) + ¢y arctan(x)
ot 'on a utilisé ’hypothése de récurrence a la deuxiéme égalité. Ainsi,
© _ N 13 5"
/0 GEr s = i o) o = {ﬁ*(w) Farctan(z) - 3+ - a]o

= lim fy(N)— f4(0) + Nlim % arctan(N) — 136 arctan(0)

—+oo |
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Solution 8. .
. ) 1 z°

(a) Le plus simple est peut-étre de voir que z°e¢”" = — —— lorsque z — oo. La

x? e

—0
. s+2 , .
fonction “—= est donc bornée sur [0, +ool, disons < M et on a donc

00 1 00
1
/ e dr < / xe " + / — + M dz qui converge.
0 0 1 T

Ainsi 'intégrale (et donc f(s)) est bien définie pour tout s > 0.
(b) On a
FO = [Terr=tm [~ =1 e =
0

U—00 0 U—00

(c¢) En intégrant par parties, on a

u

f(s):/ooo\x;a dxr = lim [—3:56_1}

U—00
1 t

+/ sr¥ e dr =0+sf(s—1).
0 Jo

(d) Récurrence facile!

12



