EPFL, Automne 2025 Analyse avancée I (PH) Frangois Genoud, SMA

SERIE 4

1. Etudier la convergence des suites récurrentes (2, )neny C R définies par :

1
(a) Tpi1 = xp —In(1 +22), 20 = 3
1
(b) Tpy1 = xn;— , rp€R
2
3
(¢) Tny1 = %, zg > 1

b
(d) (%) xn+1—a+—, z0>0 (a,b>0)

Indication : Commencer par montrer que les sous-suites (.’Egn)neN et ($2n+1)neN sont monotones.

2. (%*) Démontrer le théoréme de Stolz—Cesaro :
Soit deux suites (ap)neN, (bn)neny C R avec (by,)nen strictement croissante, et ay,, b, — 400 (n — 00).
py1 — a
Si 3 lim LTI e R, alors  lim -t =/,
n—oo byl — by n—oo by,

Indication : Reformuler le résultat en utilisant u, 1= ant1 — an €t v, (= byg1 — by
3. Calculer les limites suivantes :

. ln(n) * : P
(a) nll_}H;O o (p € N) (b) nh_}ngo () (c) nh_{rgonp il Zk (p e N)

4. (a) Soit (n)nen C (0,00). Prouver la proposition suivante :

si 3 lim 2 —pe [0,00), alors lim ¢z, ={.
n—0o0

n—oo0  Ip

La réciproque est-elle vraie?
|
(b) Calculer lim ﬁ

n—oo M
5. (a) Montrer que lim {/n = 1.
n—o0

(b) Montrer que lim {/P(n) =1 pour tout polynéme P(x) de coefficient dominant positif.
n—oo

Indication : Utiliser le théoréme des deux gendarmes.

6. Démontrer les résultats suivants a I'aide des définitions de limite finie/infinie :
(a) Si (z,,) est bornée et y, — 0, alors z,y, — 0.
(b) Si (zy,) est bornée et y, — £o0, alors z,/y, — 0.
(c) S'il existe § > 0 tel que z,, > 0 pour tout n € N, et y,, — +o00, alors z,y, — Fo0.
(a)
(e) Sia>1etz, = +oo, alors a® — +00.

Rappel : Pour a € R, la fonction puissance t* est définie par t* :=e¢

Si zp, — a # 0 et y, — £oo, alors x,y, — tsgn(a)oo.

aln(®) hour tout ¢ € (0, 00).

7. Etudier dans chaque cas la convergence de la suite (up)nen+ C R de terme général :

§ a)"(1—n n Lgin (2
(0) r = ) = LA () (o), = 2 EF 2 CE)

n®sin(n) — ncos(n)
n? + 1 n+1 C ol (24 Lsin ()




