EPFL, Automne 2025 Analyse avancée I (PH) Frangois Genoud, SMA

SERIE 14

1. Prouver que si f : [a,b] — R est monotone, alors f est Riemann-intégrable.

Indication : Utiliser le critére d’intégrabilité de Darboux-Cauchy et une subdivision équidistante de
pas Azx; = (b—a)/n pour tout i € {1,...,n}.

2. Calculer les intégrales suivantes en utilisant la décomposition en éléments simples des fonctions ration-

nelles :
2r+5 322 +1 2041
———dz; (b dx: ——dzx.
(a) /4x212x+9 v ()/(x2+x)(az2+1) % () /(x2+1)2 v

3. Les substitutions d’Euler permettent de transformer des intégrandes irrationnels en fonctions ration-
nelles, que 'ont sait toujours intégrer.

d -1
(a) Pour x € (2,00), calculer I'intégrale indéfinie / < en posant t = i
@—2) 1 Vil 3012 v=2
(b) Pour z € (0,2), calculer Uintégrale indéfini / dz t ¢ ’
our ,2), calculer l'intégrale indéfinie en posant t = .
: (x +2)V2x — 22 P 2—x
b b
4. Montrer que si f : [a,b] — R est intégrable alors / f(z)dz = / fla+b—2x)dx.
Utiliser ce résultat pour calculer les intégrales suivantes : ¢
T : w/4
xrsinz
(a) /0 TS oos dz; (b) /0 In(1 + tanx) dz.
5. Calculer les intégrales suivantes (ot a > 0) :
a a 1,2 0 z+2 ™ 1
a Va2 —z2%2dxz; (b / ———dz; (c ——dx; (d / ——dx
(>/0 (b) 0o Va2 +a? (c) 1Vr+1+1 (d) _r2+cosx

6. Calculer les intégrales généralisées suivantes :

(a) /OO Mg (A> 0% (b) /mlnmd () /11 dz;  (d) /4 ! d
e x : — dux; nzxdz; z.
0 o x? 0 o V—22+2x+8

7. Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

* Inzx & T & Inz —1 o
a dz; (b / ——dz; (c / dz; (d / sin(e™ %) da;
()/1 22 +1 (b) o x2+cosz © 2> (In’z+1)Va2 -z +1 () 0 ™)

(e) /000 (g - arctan(a:2)) dz;  (f) /OW/2 In(sinz)dz; (g) /07r \/S}E dz; (h) /100 m\/»”% dz.
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