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CORRIGE 9
L. (a) D(f) =R, D(f") =R*, f(z) =sgn(z) (b) D(f) =D(f) =R, f(z)=2[z|

(© D) =Ry D) =Ry, Flo) = 5oz (@ D(f) = Rey D) =R\ (1}, 1) = -2

1—+Va3

2. f est contintiment dérivable sur R* comme composée de fonctions contintiment dérivables. En x = 0, on a

7(0) = tim FO =IO iy ot 109) — o,

x—0 x—0 x—0

si > 1. Si a <1, la limite ci-dessus n’existe pas et f n’est pas dérivable en x = 0. Pour z # 0, on a
f'(z) = ax®Lsin(1/27) — Bz P~ cos(1/2P).
La fonction dérivée f’ est donc continue en z = 0 ssi a > 8+ 1. Ainsi, f € CY(R) ssi a > 8+ 1.

3. On a déja vu que f n’est continue qu’en = +1, donc f n’est pas dérivable sur R\ {#1}.
Pour z = —1, soit (z,,) C Q et (yn) C R\ Q deux suites qui convergent vers —1. On a alors

flan) = f(=1) _ o @ +1

1 _— = —_— 1 2 — prg
R V- TR
— f(=1 2
et lim Fyn) = F(=1) = lim &Y tn _ lim y, = —1,
n—oo Yy — (—1) n—oo Y, + 1 n—00
donc f n’est pas dérivable en x = —1.
Pour = =1, soit (z,) C Q et (y,) C R\ Q deux suites qui convergent vers 1. On a dans ce cas
- f(1 S+1-2
i L@ =) o =2 2 gy 2
n—00 Ty — 1 n—oco X, — n—00
- f@ 2 -2
et limM:hmM:limynqLZZ&
n—00 UYn — 1 n—00 UYp — n—00

donc f est dérivable en x = 1.

4. Premiérement, f est continue ssi f(17) = f(17), i.e. « + 8 = 3. f est clairement dérivable sur les deux
demi-droites (—o0, 1) et (1,00). D’autre part, f dérivable en z =1 <=
fla) =) _ . fle) = f(1) -z . or—a

z—1- r—1 z—1+ r—1 z—1— r—1 z—1+t x—1

On trouve donc que f est dérivable en tout point ssi (o, 3) = (1,2). On vérifie alors aisément que f € C1(R).

5. (a) Soit f: R = R, f(z) = 2z + 1 —€®. On a que f'(x) = ze”, donc f' < 0 sur (—o0,0), f/(0) =0 et
J' > 0 sur (0,00). Puisque f est continue, f(0) = 0 est donc son minimum global, d’ou la premiére inégalité.
D’autre part, avec g: R - R, g(z) =e* —z—1,ona g (z) =e*—1, ¢ <0sur (—0,0), ¢'(0) =0et ¢ >0
sur (0,00). Donc ¢g(0) = 0 est le minimum global de g, ce qui donne la deuxiéme inégalité.

(b) se démontre par des arguments similaires en utilisant les fonctions f, g : (—1,00) = R, f(z) = x—In(1+4=z)
et g(x) =In(l+2z) —z/(z+1).

(c) Soit f : [0,47/3] — R, f(z) = sinz — xcosz. On a alors que f'(z) = xsinz est > 0 pour = € (0, )
et < 0 pour z € (m,47/3). f étant continue, elle est donc strictement croissante sur (0,7) et strictement
décroissante sur (m,47/3). Par conséquent, comme f(0) = 0 et f(47/3) = 2w/3 —/3/2 > 0, on a que
f(z) > 0 pour tout z € (0,47/3), d’ou le résultat.

(d) Puisque tan : (0,1) C (—7/2,7/2) — R est strictement croissante, I'inégalité est équivalente a

) Vo e (0,1).

Utilisant la formule pour la dérivée de la fonction inverse, on trouve que la fonction arctan : R — (—n/2,7/2)
a pour dérivée

T
x < arctan<
1—z

1
arctan’(y) = T Vy € R.
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2z(1 —
Posant f:[0,1) — R, f(z) = arctan <1$) — x, nous obtenons alors f/(z) z(l =) > 0 pour tout

-z T 222 -2z +1
x € (0,1). Puisque f est continue, on a donc f(z) > f(0) = 0, pour tout « € (0, 1), ce qui prouve 'inégalité.
(e) Posant f(z) = sinz—z+23/6, on a que f'(z) = cosz+2%/2—1, f"(z) = —sinz+x et f”(x) = 1—cos .
Comme f € C*(R), on a alors les implications successives
() >0Ve >0= f"(z) > f"(0)=0Vx > 0= f(z) > f(0)=0Vz > 0= f(x) > f(0) =0 Vz >0,

ce qui prouve la premiére inégalité. La seconde se démontre de la méme maniére en utilisant la fonction
g(z) =sinz — x + 23/6 — 2°/120 et en dérivant cinq fois.

o : 1
6. (a) En appliquant deux fois la régle de Bernoulli-1’'Hospital (BH), on obtient lim % = lim 22 _ 2
z—0 X z—0 6x 6
(b) En utilisant une fois BH et la limite connue (1 — cosx)/2% — 1/2 quand  — 0, on a
. xz—tanz ., 1-—1/cos’z . 1 cos®z—1 1 (cosz—1)(cosz +1) 1
lim ———— = lim ————— = lim = lim =——.
a—0 a3 70 32 -0 cos?x 32 z—0 cos? x 322 3

(c) En utilisant une fois BH, il vient

. x —arcsinzx . 1—=1/v1—a? oVl =22-1 . —x2 1
lim ————— = lim = lim

- -1 _Z
20 a3 2—0 3z 250 3221 — 22 250 322V1 —22(1 + V1 — x?) 6

1 1
(e) On constate que (1 + x)Y/* = exp (— In(1+ x)), ot —In(1+ z) — 1 quand  — 0 (par BH). Ainsi, par
x x

la continuité de la fonction exponentielle, liH(l) (14 2)Y7 =e.
T—

(g) En 0" pas de forme indéterminée, la limite est 0. En 07, le changement de variable ¢ = e~ 1/* et BH

donnent T t 1
Iim —= lim —— =— lim — = —oc0.
a—0- el/T  to4o0 Int t—+o0 1/t
n appliquan et utilisan , on a que
h) E li t BH et utilisant (b
In <sinx> T TCOST — sin
: ' 2 T cosr x —tanz 1
lim a = ]jim ST L = lim — . . S —
20 x2 =0 2z z—=0sinx 2 3 6

. 1/x?
sinx
Par la continuité de la fonction exponentielle, on obtient donc lin% < ) = /6,
r— T

7. (a) Si a <0, pas de forme indéterminée, la limite est +o00. Pour a > 0, on a une indétermination du type
“o0/00”, qu’on léve par BH :

r—o0 % t=o0 a1 x—o00
(b) est similaire et on trouve —oco pour o < 0 et 0 pour a > 0.
(¢) découle de (b) en remarquant que 2%° = exp2®Inz, donc 2*° — 0si a« <0, 2°° — 1si a > 0.
a® —e* In(a)a® — e*

= lim
€T z—0 1

f) Par BH, lim =1In(a) — 1.
0
T—>

8. Sous les hypothéses données, on peut simplement appliquer BH : f’(a) = lim M = lim f'(z).

T—a T —a Tz—a

9. Supposons s.p.d.g. que f(a) < f(b) et soit y € (f(a), f(b)). Posons alors p(z) = F(z)—yz. Pour z € (a,b),
on a donc f(x) =y ssi ¢'(x) = 0. Par ailleurs, on remarque que

¢'(a) = fla) —y <0< f(b) —y=¢'(b).
Mais on ne peut pas appliquer le TVI & ¢’ car cette fonction n’est pas nécessairement continue. En revanche,
¢ est dérivable (et donc continue) sur [a,b], strictement décroissante dans un voisinage a droite de a et
strictement croissante dans un voisinage & gauche de b. Par le théoréme du min-max, elle posséde donc un
point de minimum z € (a,b). Comme ¢ est dérivable au point zg, on a ¢'(xg) = 0. O



