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CORRIGE 5

1. On raisonne par ’absurde. La négation de |y,| — oo est : il existe une sous-suite de (y,,) qui est bornée. En
appliquant le théoréme de Bolzano—Weierstrass & cette sous-suite, nous pouvons en extraire une nouvelle sous-
suite qui converge. Notons cette sous-suite (yy, ) et sa limite y. On montre alors que y,, € Z* Vk = y € Z*.
On extrait maintenant de (z,) la sous-suite correspondante (z,,). Par hypothése, on a alors

0= lim % — x =Ly.
k—o00 Yn,

Or z € Z, mais fy € R\ Q. Cette contradiction montre que |y,| — oco.
2. (a) Pour n,m > 1, I'inégalité triangulaire donne simplement

_1\n—1 _1\ym—1
ot 1
n m n m
ce qui montre que (x,) est une suite de Cauchy. En effet, pour € > 0 donné, prenons N = N(g) € N tel que

N > 2/e. Alors,

|Tn, — | =

1 1
]mn—wm’§*+f<i+£:£, Vn,m > N.
nom 2 2

(b) Montrons que (z,) n’est pas de Cauchy, i.e. : 3¢ > 0 tel que VN € N, In,m > N tels que |z, — x| > €.
Puisque |z, — Zp41| = 2 Vn > 1, il suffit de prendre e =1 et n = N, m = N + 1, quel que soit N € N.

(c) Puisque z,, > 0 ¥n > 0 (récurrence triviale), nous avons que

Ip — Tn—1

ZTn +2)(Tp—1 +2

1 1
]a:n+1—xn|:‘( )‘<2\xn—xn_1\<2n]x1—x0\, Vn > 1.

Ainsi,
|xn+k: - $n| < |xn+k’ - xn+k—1| + |xn+k—1 - mn—i—k—2‘ + -+ |xn+1 - xn‘

1 1 1
<(F—FW‘F'“‘Fl)’$n+1_$n|<ﬁ|xl_$0|a Vn,k > 1,

<2
ce qui montre que (x,) est de Cauchy. Par conséquent, elle est convergente et sa limite ¢ > 0 satisfait
Péquation z = (z +1)/(z +2) = £ = 3(—1+V5).
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(d) Notant s, := Z ka®, on a
k=1

— 2a2 +3a3 + - - - n
{S" @+ 2a” 1 Ja” + +na - (1—a)sn=a+a2+a3+---+a"—nan+1-

asp, =a*+2a3- -+ (n—1)a" + na"!

Or,a+a’>+a’+---+a"=a(l+a+a®+ - +a" 1) = all__a: par la formule de la somme géométrique.

Ainsi, comme a € (—1,1), on obtient

1—a” 1
a 17aa — nant a— gt — pgntt + nant? . a
Sp = = .
" l-a (1—a)? (1—a)?




EPFL, Automne 2025 Analyse avancée I (PH) Frangois Genoud, SMA

5. (a) On considére une série Y 7 |z, avec x, > 0 pour tout n > 1. On note sy, = > " xp, m > 1,
le terme général de la suite des sommes partielles. Supposons que (sy,) est bornée supérieurement. Comme
xy > 0 pour tout n > 1, (s,,) est aussi croissante, donc convergente. Inversement, supposons que (S,,) est
convergente. Alors elle est bornée, en particulier bornée supérieurement. [J

(b) Si @ <0, 0n a

m m o
n“a" <a"Vn>1 — Zna " Z "< Yym>1 = Znaa" converge.
n=1 =1 n=1
Si a > 0, on écrit n®a™ = n*(/a)"(v/a)", *(y/a)™ — 0 lorsque n — oo car a € (0, 1) (cf. exercice 5 (b),

un
série 3). Donc il existe M > 0 tel que n (f) < M pour tout n > 1. On a alors

M po
m m \/a o

“a < M "< M Ym>1 = Yq” .
nz:ln a _nz:l (Va)" < T~z m > Zn a" converge

n=1

6. (a) Grace a l'inégalité e < (14 1)1 (qui sera démontrée plus tard) on a @41 — 2, = TH —In(1+1) <o,
donc (z,) est décroissante. Par ailleurs, y, := x,, — % satisfait yp41 — yn = % — In(1 + n) > 0 grace a
Pinégalité (1+ 1)" < e. Ainsi, 2, > y, > y1 = 0 pour tout n > 1. La suite (z,,) étant décroissante et bornée

inférieurement par 0, il existe £ > 0 tel que z,, — ¢ lorsque n — oo.

(b) Notant s, := > ;_, %, le point (a) implique, lorsque n — oo,
T I (1+1+ +i)
S =TT T m—1 \271 o
L S +i—2<1+1+ +1)
N 2 3 4 2 2 4 on
2n1 nl 2n1 nl
B N N = In(2 ( - 1 (=0 +1n(2) = In(2).
i Xk (;k n(2n)) - ’;k n(n)) +1n(2) = £~ € +1n(2) = In(2)

On conclut que s, — In(2) en remarquant que Sg,41 = Son + m d’ott limy, 500 Son41 = limy, 00 S2,, = In(2).

24+ (=1)" . T 1124 (=1)7tt . T .
7. Notant x,, = L, on obtient que ’ nH‘ = - # , et donc lim +1 ‘ n’existe pas.
2n (=)™ n—oo | Ty,
En revanche, lim, o {/|z,| = %limn_mo V24 (—1)n = %, donc la série est convergente. Cet exemple

Tn+1

montre qu’il existe des suites (z,,) telles que lim, o {/|7n| existe, alors que lim,, o |2 | n’existe pas. En
n

revanche, nous savons par l'exercice 4 (a) de la série 4 que si lim, ‘m;:1 |, alors lim,, o V/|2y| existe et les
limites sont égales. Donc le critére de la racine est strictement plus fort que celui du quotient (d’Alembert).

8. La procédure pour réarranger les termes est la suivante. On remarque que a,;f = |a,| si a, > 0, a;f =0
si a, < 0, alors que a, = —|ay| si a, < 0, a; = 0 si a, > 0. Ainsi, pour tout n € N, on obtient
S 0@k = Y or_0al — Yor_gar et >op_olarl = X ph_gai + > p_oaz . On se convaine alors que I'hypothése
de convergence conditionnelle implique Y7, a; = hepp = +00.

Supposons s.p.d.g. £ > 0. On somme alors, dans l'ordre, les premiers termes positifs (ou nuls), agr + af +...
jusqu’au terme a; tel que aaL + -+ a;_l < /et aar 4+ 4 azf > (. (On est assuré qu'un tel p existe par
Yoo az = +00.) On ajoute ensuite, dans l'ordre, les premiers termes négatifs (ou nuls), —aa —a] —

jusqu’au terme a,

et ag +---+ai —ag —---—a, <{. (Denouveau, un tel ¢ existe grace a > 77 a; = +00.) On COnth‘UIt
ainsi récursivement une permutation o et une suite de sommes partielles Y, ag(k) en zigzag autour de .

qui fait repasser la somme & gauche de £, i.e. tel que ag R a;‘ —ag —-—a, >0

Il reste & se convaincre qu’elle Converge vers . C’est bien le cas car, par exemple, au premier passage a
droite de £, on a |¢ — Y71 a,uy| < a;f, au premier retour a gauche de £, [£ — Y27 apr)| < ay, etc. Donc
a chaque étape du parcours en zigzag, |£ > h—0 Go(ky| est majoré par le dernier terme ajouté ou soustrait.
Or la convergence de Y a,, assure que a — 0 lorsque n — oo, donc [£ — Y"7_, Ao(ky| — 0. O



