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CORRIGE 3

1. Soit € € (0,1). On cherche un N = N(¢) € N tel que n > N = |z, — 1| < . On part de cette inégalité et
on travaille par équivalences. Observant que 1 —e < (1 + %)k est vrai pour tout n > 1, on a

1
I+ —ll<e <= 1-e<(1+d)f<lte = L<(l+e)r -1 <= n>m.

I1 suffit donc de choisir un entier N > m

2. (a) Ces limites se calculent en simplifiant la fraction par la plus haute puissance de n :

\/a2n+ +2 lim Va2 +n-1+2on~1/2 _Jar

e lim a |al

n—oo /n+3 +4 _n%oo\/1+3n + 4n —-1/2
Vanb +n2 +2 — 2n2 . NVa+nt+2m b6 -2 Ya-—2

e si b#0ona lim 2 41 = lim b2 =7

(b) Ces limites se calculent en “amplifiant par le conjugué”

/m2 b 2 bh— 2
e lim \/M—n:lim(\mﬂ—i—an—l—b—n) n_tant +nzlim nrantbon
n—00 n—00 vVn24+an+b+n n=ovnZ+an+b+n

_ n*+an+b—n* an +b ~ lim a+bn! _a
n—>°°\/n2+cm+ +n "—>OO\/n2+an+ +n n—>°<>\/1—|—an L4 bn— 2+1 2
2 2 _ b2 2 2 _b2
. hm \/a2n2+1—\/b2n2—1—2— lim — (b°n” +2) = lim (a n? =
n—00 \/a2n2+1+\/b2n2+2 n—00 \/a2n2+1+\/b2n2+2
—00 si |al < |b]
(a® —b*)n —n~! 0 si |a| = |b] # 0
lim = .
n—00 \/a2 + n~2 4 /b2 4 2n2 1—+2 silal=b =0
+00 si |a| > |b]

® hm Vnd+an?+bn+c—n= lim n’ +an® +bn +c—n® —
n=o0 (n? + an? +bn + ¢)*/3 + (03 + an? + bn + ¢)/3n + n?
a+bn~t+en? _a
3

lim
n—oo (1+an~t+bn2+cn3)23+(1+an 1 +bn2+cen3)/34+1

(c) Utilisant le fait que la fonction sin est 2m-périodique, il vient

lim sin <7r\/ 4dn? 4+ n) = le sin (77(\/ 4n? +n — 2n)> .

n—oo
Or,
: 2 T .
Jim VAo = i =
Ainsi,
2
lim sin (7r\/ 4n? + n) = sin T £
n—00 4 2

Attention : A la derniére étape, nous avons utilisé une propriété importante de la fonction sin qui n’a pas
encore été abordée au cours, quelle est-elle ?

3. (a) Nous avons

~1<sin(n) <1 = 1 < sin(n) < 1 . sin(n) _ 0
n n n n—oo n
Pour la deuxiéme suite, nous avons, pour tout n > 2,
2 2 2 2
n—1§n+cos(ﬁ)§n+1:>”+ L L N L N TV s
2 n+1 n+cos(77r) n—1 n%oon+cos(2)
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(b) On commence par récrire le terme général de la suite :
_(n—l—l)”n!_(n+1)”n!_< 1>” n!

nT T e -

n" nn

On observe alors que
n! 1-2-3... 1
L

1)"n! 1\"1
OSWS(H> 1
n n n

w
S

Par conséquent,

Nous avons ainsi encadré (z,,) par les suites (y,) et (2,) de termes généraux y, = 0 et z, = (1 + %)n

Puisque
: : N"1 I |
lim z,=lim (1+—] —=lm (14+—) - lim —=e-0=0,

n—00 n—00 n n n—r00 n

il suit du théoréme des deux gendarmes que lim z, = 0.
n—0o0o

1
n

(c) On cherche y,, et z, qui tendent vers la méme limite et tels que y,, < x, < z,. Pour la borne inférieure,
on observe que chaque numérateur est > n? et chaque dénominateur est < n3 +5n. Comme il y a 2n termes,

on obtient

n2

n° + 5n
Inversement, pour la borne supérieure, on majore chaque terme de la somme en utilisant le plus grand des
numérateurs et le plus petit des dénominateurs :

Ty > 2

n?+2n—1
T n—m——— =: 2.
T A+ 3n+1 0T
Puisque lim gy, = lim 2, = 2, on conclut que lim x, = 2.
n—oo n—oo n—oo

4. (a) Soit M > 0. On cherche N = N(M) € N tel que n > N = z,, > M. Puisque v/n > M < n > M2 on
voit que n’importe quel N > M? fait I'affaire. Donc on a bien lim /n = 4o0.
n—oo

Soit P(x) = apx® + ap_12* "1 + - + a1 + ap un polyndme de degré k > 1, tel que a > 0. On a que

VP(n) = \/aknk +ag_nFl+ . 4 an+ag = Vnk\/ak +ap_in~t+- - +an k1 4 agn—k,

ol

lim \/ar +ap_1n~t+ -+ anFt +agnF = Jai >0

n—oo

et

lim Vnk = (\/ﬁ)k = +00

n—oo
par la premiére partie de 'exercice. Donc lim /P(n) = +o0.
n—oo

P
(b) Soit € > 0. On cherche N > 0 tel que n—n < g pour tout n > N. On travaille par équivalences :
a

np
— <& & nf<ed” = n < elPa"P — n < /P(al/P)
a

On pose alors b := a'/? > 1 et on développe le membre de droite en utilisant le binome de Newton :

2

P —1
Z—n <e = n<sl/P(1+(b—1))”—al/p(1+n(b—1)+”(”2)(1)—1)2+...).
—1 2
On remarque alors que n < El/pn(n2)(b —1)? <= n>1+ m. Ainsi, puisque tous les termes
du développement ci-dessus sont positifs, on obtient que
2 1pn(n—1) 9 1 n(n —1) 9 nP
n > 1+m =n<e /pT(b—l) =>n<e /p(l—l—n(b—l)—i—i(b—l) +. ) = o <e



