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CORRIGE 14

1. Sans perte de généralité, supposons que f est croissante. Considérons la subdivision o,, de [a, b] définie par

T =a+ — (b—a) i=0,1,...,n

Comme f est croissante, on a m; = f(x;—1) et M; = f(x;), pour tout ¢ =0, ...,n. Alors
- = b— b—a b—
S(F.00) = S(fr0w) = Y (M = mi)—= = = 3" (f(x1) = f(2i-1)) = —(f(b) — ()
i=1 i=1

Ainsi, étant donné & > 0, il existe n € N* tel que S(f,0,) —S(f,0,) < €. Donc f est intégrable par le critére
de Darboux-Cauchy.

2x+5 2+ 5 1 8 1 4
2. e TP B N P do = - 1In|2z — 3| — C;
<a)/4x2—12x+9 v /(2x—3)2 v /<2x—3+(2x—3)2> v =g =3l o O

3r2 41 1 9 x4+ 1 1 ,
b dr = -+ 55— | do =1 —21 114+=1 1 £ C -
W [ tgan= [ (5o 2+ 5L a2 1 ) arctane+ 0

6 1 1
(C)/(x—i-dx:/<$2_2+3> dz = 23 — 2z + 3arctanz + C.

22 +1)2 22 +1 3
r—1 t2 A —2t re 4
3. (a) Pour tout z € (2,00), t = g & x = p(t) —1+ lors ¢'(t) = metllntegrale
auxiliaire est
1 —2t tdt
| —— () dt:‘Q/ 1 E
(tQt—l — 1) + \/(t;—l)(t;j — 1) (ﬁ + m) (t2 _ 1)2
tdt tdt 1 1 1 2
/t3+t2—t—1 /(t—l)(t+1)2 2/( t—1+t+1 (t—|—1)2)
1 1 1 1 t+1
=——Injt—1+-Injt+1|+ —+C==1 ‘ —+C.
gt =1+ gt 1+ + 2nt—1+t+1+
En substituant ¢ = |/ %, on trouve alors, aprés quelques calculs,
d
/ < 71n< —3+2\/a:2—3:17+2)—|- 22-3x+2—(x—2)+C, Ve (2,0).
(x—2)+Va?—-3z+2 2
(b) Pour tout z € (0,2), t = PN 0 = 2 Ao J1) = — ot Tintegral
our tout x = r = ors ———— et lintégrale
9—u 4 241 4 (2 +1)2 &

auxiliaire est

1 4t fdt 1
/(”Hz) o @ T /2t2+1 73] a1 = a0 +C

t2+1 2+1 - (12+1)2

dz V2 2z
Donc = — arctan +C, Vze(0,2).
/(ﬂs+2)\/2x—x2 2 ( 2—1U> 0,2)
b a b
4. Le changement de variable t = a+b—z, dt = — dx, donne/ fla+b—z)de = / ft)(—dt) = / flt)de
a b a
(a)/ rsinx dx:/ (m — ) sin(m — x) dx:w/ sinz dx—/ rsinz
o 1+cos’z o 1+cos?(m—x) o 1+cos’z o l+cos?z

. / rsinx T /7r sinx qyp 1=C05® T /1 dt 7Ta cta (t)‘l w2
= _— xXT = —_ — — —ar 1n = — ’
1+ cos?x 2 Jo 1+cos?x 2 )14t 2 -1 4
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(b) /07?/4 In(1+tanz)de = /Oﬂ/4 In (1 + tan (% = x)) dz = /077/4 In (H‘?anx) dz

/4 /4 /4 1 [m/4 T
:/ ln2dx—/ In(1 + tanz)der = / In(1 +tanm)dx:2/ 1n2da::§1n2.
0 0 0 0

5. (a) Pour z € (0,a), on pose x = ¢(t) := asint, avec t € (0,7/2). On a bien que ¢ : (0,7/2) — (0,a) est
un difféomorphisme et ¢ € C1([0,7/2]). Donc le TCV donne

a w/2 w/2
/ \/&2—x2dx:/ \/a2—a2sin2tacostdt:a2/ V1 —sin?tcostdt
0 0 0

2 2

/2 2 w/2 1 /2
cost>0 a2/ cos?tdt = a/ (1 +cos2t)dt = a—[ +fsin2t} .
0 2 Jo 2 2 0 4

(b) Pour z € (0,a), on pose = asinht, dz = acoshtdt, ¢t € (0,argsh(1)), et le TCV donne
argsh(1) a2sinh?t

a 2
x
/ Y g
0 Va?+a? 0 a2 + a2sinh? ¢

argsh(1)
acoshtdt = a® / sinh? ¢ d¢
0

CL2 argsh(1) CL2 1 . argsh(1) CL2 ) argsh(1) CL2
= 2/0 (cosh2t—1)dt = 5[5 smh2t—t]0 = ?[smhtcosht—t}o = ?[\@—ln (1+\/§)]
(c) 11/3 —In 16 (cf. exercice 4 (b), série 13);  (d) 2mv/3/3 (cf. exercice 5, série 13).
1

™

(b) V = w/ol v (z)da = 7T/0 cosh?(z) dz = 5 [1 - ;sinh(Q)].

o0 t 1 t 1
6. (a) / e Mdr=lim [ e™Mdr=—lim e | =—1lim —(eM—-1)=_.
0 t—o0 Jo £500 A 0 t—00 A A
| t1 ipp. 1 11 Int+1
(b)/ —yde=lim [ =Fdz" lim [—M—} — 1 Jim o,
1 T t—oo J1 T t—o00 T ]y t—o0 t

1 1 1
(c) / Inzdz = lim Inzdz = lim z(lnxfl)‘ = lim (-1 —t(Int — 1)) = —1.
0

t—0t J¢ t—0t t t—0t+

b

a

4 1 b 1 x—1
(d) / dzr = lim / ——————dxr= lim arcsin ( )
—oV—224+2x+8 a—-2%Jo /9 — (x —1)2 a——27 3
b—4~ b—4~

= arcsin (1) — arcsin (—1) = 7.

1 1
7. (a) On compare U'intégrande f(z) = % avec g(x) = n—; Comme f(z) < g(x) pour tout z € (1, 00),
x x
o0
1
I'exercice 7 (b) implique que l'intégrale généralisée / % dz converge.
1 T
(b) L'intégrande f(z) = ————5— étant continu a droite en x = 0, la convergence de I'intégrale dépend
T° + cos“x ) )
du comportement de f a l'infini : f(z) = ———5—-—~ — (7 — 00). On entend par 1a que
x+ (cos?z)/xz x
1 1 1
flx)==+o0 <> lorsque & — 0o, ce que 'on vérifie rigoureusement en comparant f(x) avec g(x) = —.
x T T

2 oo
1
On a que lim@:limxizl et / —dx =00
z—o0 g(x) w00 22 + cos? x 1

%) 00 1 )
z T z z
1 r°+cos‘x 0o I+ cos“x o T“+cos‘x 1 X+ costx

intégrale définie
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Inz—1

c) L’intégrande f(x) =
© & /@) (In®z 4+ 1)Va2 —z+ 1

étant continu a droite en x = 2, la convergence de l'intégrale

1—1/Inzx 1
dépend du comportement de f a l'infini : f(z) = ~ T — 00).
P P / f=) (Inz+1/Inz)Va2 —z+1 (Inz)r ( )
On compare donc f(z) avec g(z) = .On a
rlnx
. flx) . zlnz(lnz —1) . Inz—1
lim —= = lim 3 = lim =1
z=o0 g(z)  aooo (I +1)Va2 —x+1 22 (Inz+1/Inz)/1 — 1/z + 1/22
<1 ¢ > Inz—1
et dr = lim In(lnz)| =00 = / dx = oo.
/2 rlnzx t—00 ( )2 2 (In’z+1)Va2 —z+1
. sin(e™®) : o - v [T e
(d) Comme lim ———= =1, l'exercice 7 (a) implique que l'intégrale généralisée sin(e” ") dx converge.
T—00 e 0

(e) L'intégrande f(x) = m/2 — arctan(z?) étant continu & droite en z = 0, il suffit d’é¢tudier le comportement
asymptotique de f(z) lorsque x — oo. C’est la vitesse & laquelle 7/2 — arctan(x?) — 0 qui est déterminante.
On observe que, pour tout z > 0,

1 1
tan (g — arctan(x2)> = cotan (arctan(z?)) = 3 = g — arctan(z?) = arctan (ﬁ)
Donc f(z) = arctan(1/2z?) ~ 1/2? lorsque © — co. Or 1/z? est intégrable a Dinfini ([ dz/z* = 1), donc
Vintégrale [;°(5 — arctan(z?)) dz converge.

(f) L’intégrande In(sinz) est continue sur (0, 7/2], mais lim,_,o+ In(sinx) = —oco. La vitesse de cette diver-
gence déterminera la convergence ou non de l'intégrale. Or,
In(sin cosz/sinzx
lim (7): im 4: lim — -cosx =1,
z—0+ In(x) a0t 1/x z—0+ sinx

donc l'exercice 7 (c¢) implique que foﬂ /2 In(sinx) dx converge.

, . . T dx T2 de
(g) On remarque tout d’abord que, si elle existe, =2 . Observant alors que
0 0

Vsinx Vsinx

1 1 n /2 Az T dx
~ — quand z — 07, et que — < 00, on conclut que < 00.
0

Vsinz  Vr 0 T Vsin z

Rl | 21 > 1
h / ———dx = ———dx + ————dx. La premiére intégrale converge car
() 1 ava?-—1 1 zva?—1 2 V2 -1 s s

Ve i 1 Lo /2 L
m ————= lim ———=— e x < 00.
=1t zv/x2 — 1  z=1t v/ + 1 \/5 1 rz—1
La seconde est également convergente car
2 © 1
lim dx < oo.

T 1
— = lim———— =1 et —~
z—00 pa/p2 — 1 mg’rolo /1 — 1/562 ¢ /2 1;2

o 1
Donc / —————dx converge.
1z 1

xr2 —
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