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CORRIGE 13

1. Comme f est continue sur [a,b), une primitive sur cet intervalle est donnée par f f (t ) dt. Cette fonction
est donc une primitive de f sur (a,b), tout comme F. Donc il existe C' € R tel que F(z) = [ f(¢)dt + C,
pour tout 2 € (a,b). Ainsi lim,_,,+ F(x) existe et vaut C. La fonction F : [a,b) — R, F(z) = N f )dt+C,
a donc les propriétés requises.

2. f(z) =In(x)/(z + 1) étant continue sur (0, 00), elle admet une primitive F' sur cet intervalle, d’ou

(t—1)Int

g(t) = F(t) = F(1/t) = ¢'(t) = F'(t) + F'(1/)/* = f(t) + f(1/1)/¢* = 5Ly >0

3. (a) [ze"dx = xe® — [e"dax = (z — 1) + C, Vz € R;
(b) [22e®dx = 2%e® — [2ze®dz = 2%e” — 2(x — 1)e® + C = (22 — 22 + 2)e” + C, Vz € R;
(¢) [Inzdr =zlnz— [izde =a2(nz— 1)+ C, Vo > 0 (i.p.p. en posant u =Inz, v/ =1);
(d) [In?zdz = z(lnz — 1)2 4+ 2 + C, Yz > 0 (en intégrant deux fois par parties);

)

(e) Pour o # —1 :
[z®Inzdr =z2z(lnz —1) — [az®lz(lnzr —1)dz = 22T (lnz — 1) —a [2¥Inadr + o [ 2% dz

= (14+a) [z°Inzdz =2 (Inz 1)+ O‘Héf:):alnxdx:“;é:ll(lnx—l)+( —2 gt 4 O Vo > 0.
Pour a = —1:

[2°Inzdr = [27'Inzdr =In(z)? — [27'lnzdz = [2 ' Inadr = $1n(z)> + C, Vo > 0.

f) [2In’zde = $22In® 2 — fl 22Inzidr =122’z — [2lnzde

at1? a+1)

=122’z — (322 Inz — 122) + O = 2} (In* 2z —Inz + 1) + C, Vo > 0 (en utilisant (e) avec o = 1);
g) [e“sinzdz = —e cosx+fe coszdr = —e®cosz + e*sinz — [e“sinzdx
= [e%sinzdz = J(e*sinz — e®cosz) + C, Va € R;
i) [zcoszdr = xsinx — [sinzdr = xsinz + cosz + C, Vz € R;

k) fln(x+m)d$:xln(x+m [z +\/1+z2 1+\/19j_x2

::cln(:c+\/1+332)—f\/ﬁde:xln(ﬂz—F\/l-{—xz)—\/1+:1:2+C, Vo e R;

) dx

m) farcsinxd;c:ararcsinx—fx/l‘dex:marcsinx—i—\/l—:c2+C, Vo e [-1,1];
n) fﬁ-arcsinxdx: —V1—2z?arcsinz + [ dz =2 — V1 —2?arcsinz + C, Vo € [-1,1].

4. (a) On fait le changement de variable x = ¢(t) := 2. On a que ¢ : (0,00) — (0, 00) est un difféomorphisme
avec ¢/(t) = 2t > 0 pour tout ¢ > 0. L’intégrale auxiliaire est donc [2tcostdt = 2(¢sint + cost) + C
(exercice 3 (1)), d’ou [ cos(y/z)dz = 2(y/xsiny/x + cos/x) + C, pour z € (0,00). Comme cos(y/z) est
continue sur [0, 00), 'exercice 1 = [ cos(y/z) dz = 2(y/z sin/z + cos \/z) + C, pour tout = € [0, c0).

(b) On fait ici le changement de variable t> = 2 + 1, = = p(t) :=t> — 1. On a que ¢ : (0,00) — (—1,00) est
un difféomorphisme avec ¢/(t) = 2t > 0 pour tout ¢ > 0. L’intégrale auxiliaire est donc

t2+1 34+t 2 1 1
otdt =2 dt =2 (tz—t 2——)dt:2(—t3——t2 2t — 21n(t 1) C,
/Hl /t+ / et 30 T3t Tt n(t+1)) +

d’oul

\/3%11 dz = %(1‘ F1¥2 - (4 D) 4z + 1D)Y2 Az + DY24 1)+ O, ¥a € (1, 00).

Le résultat de l'exercice 1 montre & nouveau que cette primitive s’étend a [—1, co).
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(c) On fait le changement de variable t? = — 1, x = o(t) := 2 + 1. On a que ¢ est un diffeomorphisme de
(0,1) sur (1,2), et de (1,00) sur (2,00), ¢'(t) = 2t > 0 pour tout ¢ > 0. L’intégrale auxiliaire est

23 3t—2 3t—2
—  _dt=2 (t 2 7)dt:t2 4t 2/dt
/t2—2t+1 / + +t2—2t+1 At (t—1)2

3 1 2
=t2~|—4t+2/( +(t_l)z)dt=t2+4t+61n|t—1|—tf+c.

t—1 1
En remarquant que l'intégrande est continu en x = 1 et en utilisant encore 1’exercice 1, il vient :
/ x—1 r—14+4y/x—14+6ln|vVzr—1-1|— — + 0, xz € [1,2),
r—2v/x—1 r—1+4yz—14+6ln|Ve—1-1- === +Cs, z€(2,00),

ou (1,5 € R sont deux constantes qui peuvent étre différentes.

5. On fait le changement de variable ¢t = tan(z/2), x = ¢(t) := 2arctant. On a que ¢ : R — (—m,7) est
un difféomorphisme, avec ¢/(t) = 2/(1 + ) > 0 pour tout t € R. Comme cosx = (1 —t2)/(1 + t?), on a

I'intégrale auxiliaire
1 2 dt 2v/3 V3t
/2+1_t2‘1+t2dt:2/t2+3:3&1‘Ctan(3)+c

1442
1 2v/3 3
Ainsi, / ——dx = V3 arctan (\f tan (£>) +C, Vxe (—mmn).
2+ cosw 3 3 2

On remarque que 1/(2 4+ cosx) est continue sur R. Nous allons donc étendre la primitive obtenue & R. Nous
faisons le changement de variable ¢ = ¢ (x) := tan(z/2) sur chaque intervalle I, := ((2k — 1)7, (2k 4+ 1)7).
Pour tout k € Z, vy, := w‘lk est un difféomorphisme de I} dans R, d’inverse = = wk_l(t) = 2arctant + 2km.

1 2
On a alors / Gyp— dr = \3/3 arctan (f tan (g)) + Cy, Vr €l VkeZ.

Il s’agit maintenant de déterminer les constantes C} pour assurer la continuité de la primitive au bornes
des intervalles Ij. L’égalité des limites en (2k + 1)m~ et (2k + 1)7" donne Cjy1 = Cj + 2‘[7r d’ou Cy =
Co +2k§7‘1’, k € Z. On obtient ainsi la famille de primitives sur tout R, paramétrée par la constante Cy € R :

2+cosx %(2k+1)7r+00, x=2k+1)m keZ.

/ 1 {2‘[ arctan(f tan(5)) + Co + 2l€§ﬂ', x € Iy,

i 1 1 1 1 t
6. (a.) (1>/t2+k2dt_k;Q/(t/k;)Q_Fldt_k;arCtan<k>+C’

(ﬁ)/tz—lkzdt_l:?/@/mg—ldt_%/<(t/k;—1_(t//$+1) dt‘iln\ill;ﬁ\w

1 1 1
b) O ———dz = — d
(b) na/ax2+bm+c . a/(x+b/2a)2—(b2—4ac)/4a2 v

— Sib% —4ac < 0, on pose k? = —(b*>—4ac)/4a® et t = +b/2a. On a alors la primitive auxiliaire 1 = f t2+k2 dt
et on conclut en invoquant (a) (i).

— Si b2 — 4ac = 0, le résultat est immédiat.

— Si b%> —4ac > 0, on pose k? = (b* —4ac) /4a® et t = x+b/2a. On a alors la primitive auxiliaire 1 [ 1 dt
et on conclut en invoquant (a) (ii).

(c) Dans la pratique, on n’emploie pas les formules ci-dessus, mais la démarche y conduisant. Par exemple :

r+3 1 2r — 2 dz
D [ T2 = [ 2T e [ S
(1)/x2—2x—5 o 2/w2—2x—5 T /m2—2x—5
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I ST TP 1 _ ! 2 B =VE)
— 3 nfs?-2 5|+\/6/<$—(1+\/6) TR 7! ‘$_1+\/6(+C,

2z —1 2 1 d 4 d
(ﬁ)/:vdx:/ﬁdx_Q/w:1n|x2+x+1|_2,/ __ds
24z +1 24+ +1 2?+r+1 3 [%(33_1_5)]2_‘_1

1
) dz = 5 In |22 —22—5|+

4 2 1
=In|z?+ 2+ 1| — — arctan < (:L‘ + )) +C  (en utilisant le changement de variable t = % (2 + 3)).

V3 V3 2 3
7. (a) Tout d’abord, par I’exercice précédent,
1 t
I,(t) = —arctan — + C.
a a
Pour calculer I, on écrit
1 dt
L(t) = — / T R
) (@ +1)?
et on fait le changement de variable

z=—, t=az, dt=adz.

En intégrant par parties [ (ZQZ%F dz, on obtient

1 dz
L0 = [ i

1 /z2+1—z2
= —_— 7(12
al (22 +1)2

1 1 1 22
L S PR S
a3/22—|—1 ? a3/(22+1)2 :

1/ 1 q 1 z +1/ 1 q
== | 5—d—=|-5—+= | 5——dz
ad | 2241 ad | 2(z2+1) 2) 2241

1 / 1 dz + 1 z
= -_— —_— Z e —
203 | 22 +1 2a3 22 + 1

1/ 1 oat 1 L

= — 77_‘_77

2a3 ) (L)2+1a  2a%(1)2+41
1

~2 370+ 7).

(b) En suivant la méme démarche on trouve, pour tout n > 2,
1 [Qn -3 t

In(t) = ? o — 2In*1(t) + 2(n _ 1)(t2 + a2)n—1
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