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CORRIGE 12

—1)kF 1k —1)!
1. (a) (i) En calculant les dérivées successives de f on obtient que f*)(z) = ( 21 +( T ) , k> 1.
x
Comme f est C*° sur (—1,00), la formule de Taylor donne : pour tout n € N*, pour tout x dans un voisinage

de zéro, il existe & entre 0 et x tel que

zn: (=D =5 nt1

In(1 =
n(l+ z) 2, x +(n+1)(1+§;)”+1x
(ii) Posant a,, = (—1)""!/n, nous avons lim Intt) _ 1,dou R=1.
n—oo | Qp
(iii) Pour tout € [—3, 1], nous avons donc & € [—3, 1] et nous obtenons bien la convergence uniforme
n k—1
(_1) i n+1 1
In(1 - ) — ‘ < —0 — 00).
(1 +2) ; E S nrilital Ta+d (n = cc)

[Siz>0,0<i<z<l = [{£|<1l;siz<0,-1<2<? = [2[<i&|1+F > = | &<

1+
(b) (i) Pour = dans un voisinage de zéro, la formule de Taylor donne

ala—1) (a—k+1) o ala—1)...(a—n) 1
1 _1 1 a—n— TL+1
(1+a +Z zk + CE] (14 )
(i) Posant an:a(a—l)...(a—n—i—l)/n!, nous avons que
im 1% — i n! ‘a(a—l)...(a—n—i—l)(a—n) ~ lim |ov — n _1
n—oo | ay, n—>00(n+1) ala—1)...(a —n+1) n—oo m 4+ 1

d'ou R=1.

(iii) Pour tout = € [—3,1], nous avons & € [—3,1] et donc, comme au point (a), |"t1 < 1. Ainsi,

Fe=

n
—1)...(a—k+1
e - (1Y a0 m ke D )
k=1 '
—— oy _
<|1—|—x| In—all(n—1)—af...|1 a||oz]S ‘1—ng— a 1= ajal.
m+1)nn-1)...1 n+1 n n—1
Comme « > 0 on a alors que k > ng := [o/2] +1 = |1 — a/k| < 1. Donc, pour tout n > ng,
2¢ 2¢
‘1—9)...11—a||a|: 1—9‘...‘1—3(‘1— 1= allal
n+1 n n+1 ng— 1
< 1= .
—n+1 — |l =] —allal =0 (0 )

2. Pour tout n > 1, il existe un polynome Py, de degré 3n tel que f™(z) = Py, (1/2)e~V/** Va 0.
En effet, f/(z) = (2/2%)e~Y/** donc le résultat est vrai pour n = 1.
Supposant que, pour un n > 1 donné, " (z) = Pgn(1/$)6_1/z2 Vz # 0, il vient alors

_ 2
PO (@) = [Ph, (1)) (—1/2%) + Pau(1/2)(2/2%)]e™ /" Va 20,
et I'on vérifie aisément que I’expression entre crochets est un polynéme de degré 3n+3 = 3(n+1) en 1/x.
Le résultat est donc vrai pour tout n > 1.

Maintenant, comme l'exponentielle domine le polynéme, on a que lim,_,o f™ (z) = 0 pour tout n > 1.
Puisque f est continue en = 0 et dérivable sur tout voisinage pointé de x = 0, avec lim,_,o f'(z) = 0, on
déduit de l'exercice 8, série 9, que f est dérivable en z = 0, avec f/(0) = 0, et que f’ est continue en x = 0.
Par ailleurs, f’ est clairement continue sur R*, donc f € C*(R). Supposons maintenant que f( e CO(R)
pour un n > 1 donné. Utilisant lim,_, f ("+1)(x) = 0, le raisonnement précédent appliqué a f(™ montre que
f € CY(R), i.e. f € C*(R). On conclut par récurrence que, pour tout n > 1, f € C*(R) et £ (0) = 0.

Alors la formule de Taylor donne f(z) = o(z™) au voisinage de x = 0, pour tout n > 1.
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Remarque : Utilisez un calculateur graphique pour voir a quel point f est “plate” autour de x = 0!

-1 n—1
3. Par l'exercice 1 (a), In(2) =In(1+1) = g L
n

n>1

4. Par définition, f(x) = e*"* donc D(f) = (0,00). Comme vu a I’exercice 9 (e), série 8, lim,_,o+ f(z) = 1.
Par ailleurs, on a clairement lim,_,~ f(x) = 0o et f(x) > 0 pour tout > 0. Comme f est continue, on sait
donc déja qu’elle doit avoir un minimum global. Vérifions ceci et complétons notre étude par le calcul des

dérivées :

erivees f/(x) — (exlnx)/ _ (111.73 + 1)ezlnz’ f”(x) _ []./.T + (lnx + 1)2]€zlnz.
On voit immédiatement que f”(z) > 0 pour tout x > 0, donc f est convexe sur (0,00). D’autre part,
f'(z) =0 pour . = e~!, avec f/ < 0 a gauche de z = e~ ! et f/ > 0 & droite de # = e~!. Donc x = e~ ! est le
point de minimum global recherché.

5. Les deux premiéres formules (“formules d’addition”) s’obtiennent directement en utilisant les définitions
sinh(t) = (e’ —e™") et cosh(t) = (e’ + e~*). Nous démontrons maintenant la troisiéme en utilisant la
relation cosh?(t) — sinh?(t) = 1 :

2sinh(x/2 h(x/2 2sinh(x/2 h(x/2 2 tanh(x/2
sinh(z) = 2sinh(z/2) cosh(z/2) = 2Smn(@/2) cosh(z/2) _ o (2/2) cos (2"”/ ) _ _2tan (;”/ ).
1 cosh®(x/2) —sinh“(z/2) 1 — tanh*(z/2)
92 . ’ . x . x 7 —$/2 . 31’ 7 —$/2 .
6. L’équation proposée <= sinh 5 sinh x + cosh 5 coshz = —66 sinhx <= cosh -5 = —66 sinh x
= 32 4 32/ = —%(e‘”/2 — 6_350/2) = 6> +7e** —1=0.

Posons y = e* > 0. Onaque 63> + 7> —1=0 <= (y+1)3y —1)(2y + 1) = 0 (y = —1 racine évidente
conduit a cette factorisation). Ainsi, y = 1/3 > 0 seule solution possible, d’ou I'unique solution x = —In 3.

7. Posons y = argtanh(z), x = tanh(y) € (—1,1) et u = e¥ > 0. On a alors

—1 1 1 1
z =" /u<:>u2(x—1)+(x+1):0<:>u2: +ac<:>u: +x<:>y:ln\/ —i—a:.
u+1/u 1—x 1—x l—x

1+«
l1—2z

d 1
Une autre méthode consiste & montrer que e (argtanh(x) ~3 In < ) = 0 pour tout —1 < x < 1 et
x

1 1
que argtanh(z) — iln <1 i_ i) =0enz=0.
_ , 1 1 : 1 1
8. (a) arcsin(tanh z)’ = . 5— = Vcosh”x - 57— = (car coshz > 0), VzeR,;
/1 —tanh?x cosh”x cosh®z  coshzx
(b) argtanh(tanz)’ ! ! ! ! Vo € (—n/4,m/4)
— . = = —Tr T N
& 1 —tan?z cos?x  cos?z —sin?z  cos2x’ ’ ’
/

(c) <(2x2 + 1)argsinhz — zv/1 + 3;'2) = ... =4zargsinhz, VzeR.

9. Nous utiliserons les D.L. cosh(z) =1+ %2 + o(z?), sinh(z) = z + o(z?), cos(z) =1 — % +o(z?) (x — 0).

1 27 1+ In(2)2%
(a) lim In(z +27) L 14 In(2)2% =In(2) = lim (z+2%)" = lim exp(zn(x +2%)) = 2.
T—00 T—r00

T—00 xT T—00 x -+ 2%
. argtanhx — arctanx BH . ﬁ - 14-% . 222

(b) lim - - = lim ——— = lim

=0  sinhx —sinz a—0 coshx —cosx 20 (1 —22)(1 + x?(coshx —cosx)

2z
pu— 1‘ pr— 2
w50 (1 — 22)(1 + 22) (22 + o(a2))
1 1

(¢) lim sinhzlnz = lim BT B /:1: 5

z—0+ @—0+ 1/sinhx  z-0+ — coshx/sinh®z

12
~  lim 1 ‘ sinh” x — _ lm 1 ] 2%+ 0(1'2) —0 lim 25Re iy eSinhelnz _ g

z—0+ cosh x T z—0+ cosh x T 20+ z—0F
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