EPFL, Automne 2025 Analyse avancée I (PH) Frangois Genoud, SMA

CORRIGE 11

1. (a)~(b) On calcule les quatre premiéres dérivées de f(z) = arcsin(z) :

1 T 1+ 222
1@ = g [P0 =g fO0 = g
9z + 62 9+ 7222 + 242*
(4) _ Jrrbr (5) -
() = (1= 2)2 [P x) = (1— 22)%/2

La formule de Taylor donne alors
1 3 2 1 2 1)2 8 1)3 1\3
f(@) =z + §a® + 5a° +o(z®) et flz)=%+ %(:c— 3)+ ﬁ(:c— )+ ﬁ(l’_ ) +o((z—3)7).
(c)—(d) Clairement f(x) = 2% — 22+ 1 est son propre D.L. autour de a = 0 (avec reste nul). Autour de a = 1,
ona f(r)=1+2(x—1)+5(x—1)2+4(z —1)3+ (z — 1)* (avec reste nul).

(e) Comme 1/v/1 — 2% = arcsin’(x), le D.L. recherché peut se calculer en dérivant terme a terme le D.L. du
point (a), d'ott f(z) =1+ 222 + o(2?).

(f) On pose © = 1+ h et on cherche le D.L. de f(1+ h) autour de h = 0. On utilise pour ceci les D.L. connus
In(1+h)=h—3h%+ th3 — 1h* + o(h?) et 1/(1+h) =1 —h+h? — k3 + h' + o(h*), d'on
FO4+h) = (h—3h2 4 13 = 1pd 4 o(h%) (1 = h + h? — b3 + h* 4 o(h%))”

—h— 30+ B0 - Tht b o(h!) = (o - 1) = §o - 12+ Blo— 1 = T - D'+ ol(e - 1)),

(g) On pose x = 7+, ce qui donne, en utilisant tan h = h—l—%h:g—l—o(h?’) et vV1+u= 1—|—%u—%u2—|—%6u3—|—0(u3),

m 1+ tanh
tan(x) = tan (Z —+ h) = m

=1+ 2tanh + 2tan® h + 2tan® h + o(tan® h) = 1 + 2h + 2h* + $h3 + o(h?)

= (1+tanh) (14 tanh + tan? h + tan3 h + o(tan® h))

— Vian(@) = \/1+ (2h + 22 + $h3 + o(h?))
=14+h+iR?+ 28 +o(h3) =14+ (xz—3)+i(z—2)?+2(z— 2 +o((z — T)?).

2. On utilise pour calculer ces limites les D.L. usuels, et ceux obtenus ci-dessus et dans la série précédente :
1 1

(o) i F B (L ga? +o@®) —(L=aP+ola?) 3
x—0 1‘2 z—0 1»2 92 )
3 . 3 3 5
PEEL St IS SICEL £ LT N
x—0 xd z—0 0 120’
(¢) lim 6 arcsin(z) — 6z — 2 — lim 6(z + $2° + 22° + o(2%)) — 62 — a3 _ 9.
z—0 4 z—0 5 20’
. . . 3 5 3 5
(@) i 2D —Si00) (= % 4 0le) (2= % 4+ ola?))
z—0 4$6 ] 7—0 ) ) . 6
(¢) lim e® + sin(x) — cos(x) — 2z — tim (1+x+ %) +—(1- %) — 22 + o(2?) ,
a—0 r—In(l+x) 2—0 z— (z— %) '

3. Le résultat découle immédiatement de 'inégalité

sup (afn+ Bgn) = (af + Bg)| < lalsup |fu = f] + Bl suplgn — g
4. Supposons que (f,) est uniformément de Cauchy. Alors pour € > 0 donné, il existe N = N(g) € N tel que
nm>N = ]fn(x)—fm(x)\<§, Vz € E. (1)



EPFL, Automne 2025 Analyse avancée I (PH) Frangois Genoud, SMA

En particulier, pour chaque x € F fixé, la suite (f,,(2))nen est de Cauchy dans R. Par complétude de R, elle
est donc convergente. Posons f(x) = lim, o fn(z), pour tout z € E. Ceci définit une fonction f : E — R.
En laissant m — oo dans , on a alors

n2N = |ful2) - f@)| <5 <e VrEE,
ce qui montre que f, Y, f
Réciproquement, supposons f, v, f. Pour € > 0 donné, il existe N = N(¢) € N tel que
n>N = |fu(z) — f(z)| < % Vz € E.
Ainsi,
nm2N = [fu@) = fu(@)| <1fal@) = F@)] + [fule) = @] < 5+ =2, Vze B,
ce qui montre que (f,) est uniformément de Cauchy. O

1 pourz =20
5. Lorsque n — 00, on a que fp(x) = f(x) := P ’
r pour x € R*.

Comme (fp)nen C C°([0,00),R) et f est discontinue en 0, la convergence n’est pas uniforme sur [0, o0).

1—
Considérons maintenant les fonctions g, : (0,00) = R, g, () := |fn(z) — f(2)| = 7|wc +3:1|’ n € N.
On a alors , 14+n 1+n
S L 1) et g(z)=— " 1, 00).
g () (172 <0 Vze(0,1) et g,(x) (172 >0 Vze(l,0)

Ainsi, pour tout n € N*, g,, est positive, décroit de g,(0) = 1 & g,(1) = 0, puis est strictement croissante
sur (1,00), avec limy o0 gn(x) = 1/n. Alors sup( o) [fn — f| = Sup (o) gn = 1 et la convergence n’est pas
uniforme sur (0,00). En revanche, supy; ooy [fn — f| = supyy o) gn = 1/n, donc (f,) converge uniformément
vers f sur [1,00).

1 — nz?

(nz? +1)%’
Ainsi, | f,| atteint son maximum en x, = £1/y/n, avec max|f,| = 1/2y/n — 0, d’ou f, N quand n — oo.
D’autre part, (f}) converge ponctuellement vers la fonction g : [-1,1] = R, g(x) = 0si z # 0, g(0) = 1.
Ainsi, (limy, 00 fr) # lim, 00 f). On constate que la fonction limite g n’est pas continue en x = 0, et 'on
conclut que (f]) ne converge pas uniformément vers g.

6. Pour chaque n € N, la dérivée de f,, est donnée par f) (x) = x € [—-1,1].

7. On constate tout d’abord que, pour z € [0, 1), |fn(z)| < nz™ — 0 quand n — oco. Puisque f,(1) = 0 pour
tout n € N*, on conclut que la suite (f,)nen converge ponctuellement vers f = 0. Par ailleurs, une étude

de fonction sommaire montre que, pour tout n € N*, f,, atteint son maximum sur [0, 1] au point x,, = 2.

A. . n+1
insi
’ n n o \n n 1 1
— fl= = 1- ) = — = — 00),
I[%fﬁ(’fn 1l f(n—i—l) n(n—i—l) ( n+1 (1+%)n+1 e (n = o0)
donc (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].
En revanche, pour ¢ € (0, 1) fixé on constate que, pour n assez grand, x, > ¢, donc le point de maximum

de f,, est en dehors de I'intervalle [0, ¢]. Puisque f, est croissante sur [0, z,], on conclut que maxg o | fn — f| =
fn(c) =nc™(1 —¢) — 0 quand n — oo, donc (f,) converge uniformément vers f sur [0, c|.
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