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CORRIGE 10

1. D’aprés un principe bien connu en analyse, “quand on ne sait pas quoi faire, on prend une dérivée” :

d 1 1 1 1
T arctan(zr) + arctan ) =i + 122 \ "2 =0, Yz > 0.

Donc la fonction continue arctan(x) 4 arctan(1/x) : (0,00) — R est constante, d’ou le résultat.

r —tanx 1
2. (a) Utilisant le résultat lim ———— = —= de la série précédente, on a
x—0 1’3 3
1 tan? x — 22 tanz — x)(tanx + x r \2 tanzx —x tanzx +x
lim <——cotan2(:v)> = lim ———— = lim ( I 5 +2) = lim < ) . . tr_
z—0 \ 22 z—0 z2tanzx =0 r2tan?z z—0 \tanx x3 T

(b) Notant que, pour une fonction f : Ry — R, limy, o f(n) = £ si limy_o f(z) = ¢, le changement de
variable y = 1/x donne

lim n[<1+i>n+a—e} = lim x[(l%—;)gﬁm—e} = liml [(1+y)i+a—e}

n—00 T—00 y—0y

B . d lia _ }_ (1 1 1 1ta
—il_}l%dy {(1—1—1/)1/ e —51_%{( y2>ln(1+y)+<y+a Ty (I+y)v
1 In(1 1 2-(1 In(1 1
gy | LEOY O] e gy, [ U A A Y) ) e
y—0 |y + 32 y? y—0 v+ o8
Or,
_Jytay’ —(Q+y)n(l+y) ], [2ay—In(l+y)] s, [2a-1/(1+y) 1
lim = lim =lm|—— | =a— =
y—0 y2 + 13 y—0 2y + 3y? y—0 2 4 6y 2

et lim (1 + y)i%‘ = hII[l) (1+ y)i (14 y)* = e, d’ou finalement
Yy—r

y—0
1\ 1
lim n[(l—i—) —e} :<a—7)e.
n—oo n 2

e =t (143) = 550 e filo) -

3.(a) On a
2a— 1z + «
(22 + x)?

Sia< %, on a que fi(z) < 3(2_7"‘)2 < 0 pour tout z € (1,00), donc f/, est strictement décroissante sur
x?+x

(1,00). Comme limg_,o0 fl () =0, on a alors f, > 0 sur (1,00), donc f, est strictement croissante.

Sia > %, on a que fi(z) > m > 0 pour tout z € (1,00), donc f! est strictement croissante sur

(1,00). Comme lim,_, f/,(z) =0, on a que f), < 0 sur [1,00), donc f, est strictement décroissante.

(b) Puisque la fonction In : (0,00) — R est strictement croissante, on déduit du point précédent que la
fonction (1,00) 3 z + (1 +1/x)*T* est strictement croissante si o < % et strictement décroissante si o > %
Par ailleurs, on déduit du point (b) de l'exercice 1 que lim,,_, e, () = e pour tout a € R. Ainsi, (en(%))nzl
est strictement croissante et converge vers e, alors que (%(%))nzl est strictement décroissante et converge
vers e, d’otll les inégalités proposées.

4. (a) Tout d’abord, par la deuxiéme inégalité démontrée a ’exercice 3 (b) et la monotonie de In : (0,00) — R,

on a que
" 1 1\ n+1/2
yn=1n<x“>:1n<(1+) >>0 Vn € N*.
Tn e n

On montre maintenant que ), -, yn est convergente en la comparant avec »_ ~,1/n

1 1
. Yn . 2 . 2 1 1 I (§+§)ln(1+y)—1
s = i = fi (e ) (104 1) 1] < i
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(1+8)n(d+y -y BH . m(1+y)+(1+94) ﬁ —1 BH . 2(11+y) ™ 2(11+y) +(1+9) ((14:;1/)2)

= lim

y—0 Y3 y—0 3y y—0 6y
Do 1l+y—-1-2 . 1 1
=lim—==1lim——— = —,
y—0 6y(1 —|— y) y—0 12(1 =+ y)2 12

ce qui montre bien que Y, <, yn et Y., <, 1/n? ont méme nature, d’ott la convergence de Y, < yn.

(b) Puisque ), - yn > 0, on a alors, par la continuité de la fonction exponentielle,

n—1 n—1
Zyk = In(z,)—In(zy) = In(z,)+1 = £:= hm Ty = hm exp <Z Yk — 1) = exp (Z Yk — 1> >e b
k=1 k=1 k=1

5. Puisque |sin(1/22)] < 1, on a que #®sin(1/22) — 0, et donc e (/7% — 1 lorsque = — 0, par la

continuité de la fonction exponentielle. Ainsi, lim,_,o ~A(x) est bien une forme indéterminée du type “0/0”.

Maintenant, posant f(z) = @ sin(1/z%)
/

lim (@) = lim [31‘2 sin(1/z%) — 2(305(1/562)] e®’ sin(1/z?)

z—0 g ( ) z—0

— 1 et g(z) = x, on constate que

n’existe pas. (Lorsque x — 0, le premier terme tend vers zéro, le second oscille arbitrairement vite.)
Comme e/ =14t + o(t) lorsque t — 0, nous avons pourtant

3 o 1 2 3o 1 2 33 1 2 33 1 2
o ) g P OB ol /at) o sinl /)
a—0 2—0 x 70 a—0 x3sin(1/2?) x

=0.

6. On utilise les D.L. des fonctions usuelles autour de x = 0 et la division euclidienne des polynémes

(a) (cosz)? = (1 — & +o(z*)2 =1 — 22+ o(z?); (b) (sinz)® = (x — L + o(2?))® = 23 — T 4 o(z?);

In(1+z) z—%

sinx -4 2 3 5
(c) Cosx: = §2+1j40+o( =2+ %+ 35 +o(a®); (d)
24

to(z?) = & — & 4 o(2?);

. . . 5
(e) sm(sgl x) = sin(x — 6 + 150 T 0( %)) i .
= (x =% + {5 +0(2%) = §(z — F + i + o)’ + (e — F + fig +0(@?)’ = — F + §5 + o(z?);

(f) 1/%+sinx:i\/1+2:r—%+o(:n3):

B[+ 3022 — 5 +0(@?) = §20 — 5 +o(a®)? + £ (22 — 5 +0(a®)*] = J5 + 55 — 5 + £5 + o(a?).

T cosx —sinx

7. Tout d’abord, f est C! sur R* comme composée de fonction C!, avec f/(x) = 5 , Vo # 0. Par
x

ailleurs, f est continue en x = 0, et on a que
TrCcosT —sinx BH —rsinx

. / 1 cERe PR By e
A= =TI

Ainsi, par I'exercice 8 de la série 9, f est dérivable en z = 0, avec f/(0) = 0, et on conclut que f € C*(R).

Les extrema de f sont a chercher parmi les points critiques, solutions de f’(x) = 0. Nous restreignons dés
maintenant I'étude de f a la demi-droite positive car f est paire. On montre aisément que f(x) < 1 pour
tout & > 0, donc « = 0 est un point de maximum global.

Les autres points critiques sont toutes les solutions non nulles de I’équation tan(z) = z. On peut résoudre
cette équation graphiquement et on trouve une suite de zéros (z,)n>1, avec z, € (nm, (n + %)71’), et telle que
|2, — (n + 3)7| — 0 quand n — oco. On a donc sgn f(z,) = (—1)" pour tout n > 1. Puisque les nombres
(@n)n>1 sont tous les zéros de f’ sur (0,00), f' a un signe constant entre deux points successifs de la suite, et
I'on conclut que z;, est un point de minimum (respectivement maximum) local si n est impair (resp. pair).

La nature de ces extrema peut également étre déterminée par le signe de la dérivée seconde. En effet, f

est C% sur (0, 00) avec : 9
2sinz — 2x cosx — zsinx

7'(x) = =

On remarque que f'(zr) = 0= f"(z) = —f(x). Ainsi f"(x,) = (=1)"*, ce qui confirme le résultat ci-dessus.

, x>0.
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