
Analyse avancée I Série 4 du 18 septembre 2025

4.1. Soit (xn)∞n=0 une suite de nombres réels positifs qui est sous-additive, ce qui signifie par définition
que:

xn+m ≤ xn + xm, ∀m,n ∈ N.

Démontrez que la suite (xn/n)
∞
n=1 converge.

Attention: donnez un exemple qui montre que (xn/n)
∞
n=1 n’est en général pas monotone!

4.2. Démontrez la formule du binôme de Newton:

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k avec

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!

pour tous x, y ∈ R et tout entier n ≥ 1. On rappelle que n! est défini par 0! = 1 et n! = n(n−1)!
pour n ≥ 1.

Indication: on peut procéder par récurrence.

4.3. On définit xn =
(
1 + 1

n

)n
, n ∈ N∗. Démontrez que la suite (xn)

∞
n=1 est convergente et que

limn→∞ xn > 2.

(Le nombre limn→∞
(
1 + 1

n

)n est important en analyse; c’est le nombre d’Euler e).

Indications:

(a) En utilisant la formule du binôme de Newton, démontrez que(
1 +

1

n

)n

≤
n∑

k=0

1

k!
.

(b) Sachant que
∑n

k=0
1
2k

< 2 (pourquoi?), en déduire que la suite (xn)
∞
n=1 est bornée.

(c) En utilisant la formule du binôme de Newton, démontrez que la suite (xn)∞n=1 est croissante.


