Analyse avancée 1 Série 21 du 25 novembre 2025

21.1.

21.2.

21.3.

A rendre. Le but de cet exercice est de donner une preuve terre-a-terre de la relation exp(z+y) =

N , .. L, . n
exp(z) exp(y), out exp(x) est par définition la série Y- >° ) L7 Au cours, nous donnons une preuve

beaucoup plus conceptuelle de cette relation, mais elle repose sur un théoréme général que nous
démontrons sur les dérivées des séries. ..

(a) Sans trop vous soucier de convergence, tentez de développer le produit

() (£5)

(b) Transformez ces calculs en une véritable preuve — en vous souciant donc de convergence!

Soient R; et Ry les rayons de convergence respectifs des deux séries entiéres Y °  an,z" et
[e.e] 2 . .
> _n—o bna". Définissons cn, =} 4, i, agbj et R = min(Ry, Ry).

(a) Démontrez que la série Y 2 ¢, 2" converge pour tout z € | — R, R].
(b) Quelle est la relation entre la fonction définie par cette série et les deux précédentes?

(¢) Que pouvez-vous dire du rayon de convergence de cette troisiéme série?

Au vu du théoréme sur la permutation des séries entiéres avec la dérivation, replongez-vous dans
I'exercice 14.3 du 30 octobre. Expliquez pourquoi cela donne un exemple de série (pas seulement
suite) de fonctions qu’on ne peut pas permuter avec la dérivation.

Tournez et retournez bien tout ca dans votre téte pour étre siir d’avoir bien compris ce qui va
et ce qui ne va pas; aprés tout, la série que vous obtenez & partir de la suite ne contient que des
polynémes?! Est-ce qu’on ne peut donc pas la considérer comme série entiére?!?



