Analyse avancée 1 Série 14 du 30 octobre 2025

14.1. Assurez-vous de bien comprendre tous les cas & considérer dans la preuve qu’une fonction continue
et injective sur un intervalle doit étre monotone.

14.2. Soient a < b et f: [a,b] — [a,b] une fonction croissante.

(i) Montrez que f admet un point fixe.

(ii) Que devient ce résultat si f est supposée décroissante?

14.3. Pour chaque entier n > 0, on considére la fonction polynomiale P,: [0,1] — R définie par
Py(z) =0 et

1
Posi(w) = Po(w) + 5 (z — Pi(z)).
(i) Montrez que pour tout = € [0, 1] et tout entier n > 0:
0< Py(z) < Pyya(x) < V.

(ii) Déduisez-en que la suite (P,)°, converge uniformément vers la fonction f: [0,1] — R
définie par f(z) = /.

(iii) Montrez qu'’il existe une suite de fonctions polynomiales @,,: [-1,1] — R qui converge
uniformément vers la fonction g: [—1, 1] — R définie par g(x) = |z|.

Indication: commencez par montrer par récurrence que 0 < P,(z) < y/z, Vx € [0, 1].



