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8.1. Soit (an)n≥0 une suite de nombres réels. Montrons que

∞∑
n=0

(an+1 − an) < +∞ ⇐⇒ ∃` ∈ R, tel que lim
n→∞

an = `.

Développons les sommes partielles de la série:

Sn =

n∑
k=0

(ak+1 − ak) = a1 − a0 + a2 − a1 + · · ·+ an − an−1 + an+1 − an = an+1 − a0.

En passant à la limite, on a

∞∑
n=0

(an+1 − an) = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(an+1)− a0.

Ainsi, on a bien que la limite de Sn existe si et seulement si la limite de la suite (an)n≥0 existe.

8.2. Identifions les trois constantes α, β et µ telles que pour tout entier n ≥ 3:

n3

n!
=

α

(n− 1)!
+

β

(n− 2)!
+

µ

(n− 3)!
.

On a

n3

n!
=

α

(n− 1)!
+

β

(n− 2)!
+

µ

(n− 3)!

=
nα+ n(n− 1)β + n(n− 1)(n− 2)µ

n!
.

Les coefficients α, β et µ vérifient donc le système suivant:
µ = 1

β − 3µ = 0
α− β + 2µ = 0

⇐⇒


α = 1
β = 3
µ = 1

Ainsi, si n ≥ 3,
n3

n!
=

1

(n− 1)!
+

3

(n− 2)!
+

1

(n− 3)!
.

A présent considérons les sommes partielles

Sp =

p∑
n=1

n3

n!
, avec p ≥ 3.



Par ce qui précède nous pouvons écrire

Sp =

p∑
n=1

n3

n!
=

2∑
n=1

n3

n!
+

p∑
n=3

[
1

(n− 1)!
+

3

(n− 2)!
+

1

(n− 3)!

]

=
13

1!
+

23

2!
+

p∑
n=3

1

(n− 1)!
+ 3

p∑
n=3

1

(n− 2)!
+

p∑
n=3

1

(n− 3)!

= 1 + 4 +

p−1∑
n=2

1

n!
+ 3

p−2∑
n=1

1

n!
+

p−3∑
n=0

1

n!

= 5 +

p−3∑
n=0

1

n!
− 1

0!
− 1

1!
+

1

(p− 2)!
+

1

(p− 1)!
+ 3

(
p−3∑
n=0

1

n!
− 1

0!
+

1

(p− 2)!

)
+

p−3∑
n=0

1

n!

= 5

p−3∑
n=0

1

n!
+ 4

1

(p− 2)!
+

1

(p− 1)!
.

En passant à la limite nous obtenons:
∞∑
n=1

n3

n!
= lim

p→∞
Sp = lim

p→∞

[
5

p−3∑
n=0

1

n!
+ 4

1

(p− 2)!
+

1

(p− 1)!

]

= 5
∞∑
n=0

1

n!
= 5e.

8.3. Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites de nombres réels positifs pour lesquelles il existe n0 ∈ N
tel que:

an+1

an
≤ bn+1

bn
, pour tout entier n ≥ n0.

1) Montrons que
∑∞

n=0 bn < +∞ ⇒
∑∞

n=0 an < +∞.

Par hypothèse, on a
an+1

bn+1
≤ an
bn
≤ an−1
bn−1

≤ . . . ≤ an0

bn0

= β, ∀n ≥ n0.

Ainsi an ≤ βbn, ∀n ≥ n0. Si de plus on pose M = maxk=0,...,n0−1 |ak|, on a pour p ≥ n0,

Sp
a =

p∑
k=0

ak =

n0−1∑
k=0

ak +

p∑
k=n0

ak ≤Mn0 + β

p∑
k=n0

bk ≤Mn0 + β

p∑
k=0

bk.

Par hypothèse, la suite
(∑p

k=0 bk

)∞
p=0

, qui est croissante, converge ; posons ` > 0 sa limite.

On a alors
Sp
a ≤Mn0 + β`, ∀p ≥ n0.

La suite (Sp
a)
∞
p=0 étant de plus croissante, elle converge et donc la série

∑∞
n=0 an converge.

2) Montrons que
∑∞

n=0 an = +∞ ⇒
∑∞

n=0 bn = +∞.

C’est une conséquence de la relation suivante obtenue au point 1):
p∑

k=0

ak ≤Mn0 + β

p∑
k=0

bk, ∀p ≥ n0.
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