Analyse avancée 1 Corrigé 7

7.1. (i) Montrons que la suite (z,,)2°; donnée par x,, = %, n > 0 est de Cauchy.
On a, pour n,m > 1:
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ce qui montre que la suite est de Cauchy. En effet, pour € > 0 donné, on choisit un entier
N tel que N > % et on vérifie que |z, — z4| < esip,g> N.

(ii) Montrons que la suite (z,,)52, donnée par z,, = (—1)", n > 0 n’est pas de Cauchy, i.e.:
Je > 0 tel que VN € N, 3Im,n > N tel que |z, — x| > €.
Il suffit de prentre e = 1 et n = N,m = N + 1 pour avoir |z, — zp| =2 > 1.

Tn+1
Tn+27?

(iii) Montrons que la suite (z,)72, donnée récursivement par z,41 = n >0, g =1 est
de Cauchy et calculons sa limite.

Pour n > 0, on a, puisque x,, > 0, Vn:

Tp+1 mp_1+1 (X + 1) (xpn-1+2) — (xp—1+ 1) (2 +2) Ty — Tp—1
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et donc . 1
|1'n+1 - xn‘ < §|$n - xnfll < 27|5L‘1 - 330’~
Par conséquent:
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ce qui montre que la suite est de Cauchy. Sa limite x vérifie z = ﬁ—ié ou encore 2 +x—1=10
et donc z = $(—1+/5).
(iv) On considére la suite donnée par 8, 8.8, 8.88,8.888,8.8888, .... Est-ce que cette suite con-

verge et, si oui, quelle est sa limite?

k
Considérons une autre suite 1,1.1,1.11,1.111, ... dont le terme général est z, = > ;_, <%) , n >
0. Donc, en appliquant une formule algébrique, x, = (1 — (1/10)"*!)/(1 — (1/10)). Ceci
converge vers ﬁ = 10/9. On en déduit que la suite donnée initialement converge vers

80/9 =9 —1/9.



7.2. (i) Montrons pour commencer que V§ > 0, lim,, ﬁ =0.
On applique le critére de d’Alembert:
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Ainsi, pour tout € > 0, il existe N € N tel que

n
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En particulier en prenant € = 1, il existe N € N tel que

n n
‘(1+5)n et < =N

= n < (1+9)", Vn>N.

(ii) Montrons que pour tout € > 0, il existe N € N tel que
|{/n—1| <€, Vn> N.
Par le point (i), on a l'existence de N € N tel que
n < (I1+¢" VYn>N = Yn—1=|Yn—1| <e,

On a donc prouvé que

lim /n = 1.

n—o0

Vn > N.



