Analyse avancée 1 Corrigé 6

6.1. Soit (zy,)72 une suite bornée et désignons par E l'ensemble de ses points d’accumulation; mon-
trons que

sup F = nlin;o Sup Ty, .

(1) Comme (z,,),2, est bornée, par le théoréme de Bolzano-Weierstraf, il existe une sous-suite
(2n;)j>0 C (n)n>0 convergente et donc il existe au moins un point d’accumulation. Ainsi
E # @. De plus, comme (x,),~, est bornée, E Pest aussi.

(2) Posons o = sup E, 8 = limsup x,. On rappelle que

n—oo
si yp = sup{Tn, Tntiy .-, Tntk,.. 1, alors f = T}Ln;oyn

On va montrer que § € F :
i. Pour tout n € N, par définition de ¥, et du sup, il existe k, € N, k, > n tel que

S |-

Ogyn_xkn<

ii. On a xy, = =, — Yn + Yn et puisque

lim (xg, —yn) =0 et lim y, = F,

on a bien

lim x, = 5.
n—oo

Ainsi § € F et donc g < a.

Remarquons que la suite d’entiers (ky)22 , ainsi construite n’est pas nécessairement stricte-

. o0 ”, . ’, . o0
ment croissante et donc que {xy, } -, ne définit pas forcément une sous-suite de (z,),~.
Cependant, puisque lim, o k, = 00, on peut en extraire une sous-suite de (x,),, qui
converge vers (3.

(3) Soit A € E; il existe une sous-suite (zn;);j>0 C (Tn)n>0 qui converge vers A, i.e. lim x,, = .
- - J—00

Rappelant que y,,; = sup{xnj,xnj+1,xnj+2, ...}, ona Tn; < Yn;, pour tout j € N ainsi
B = lim y,, > lim x,, =\
j—oo j—oo 7
Vu le caractére arbitraire du choix de A, on en déduit que

B> a.

Les étapes (2) et (3) montrent que o = 3.



6.2. La suite (z,,)72 est donnée par

p

9 =0 T q(q— ==
0 ) Q(ll21)+p qv

pour 1 < p<gq, g¢q=1,2,...Pour justifier que cette définition est bien valide (“bien définie”),
il faut montrer que chaque entier n > 1 peut s’écrire comme n = g(q — 1)/2 4+ p pour un choix
d’entiers 1 < p < ¢ et que de plus ce choix est unique. Puisque q(¢—1)/24+p=p+1+---+q—1
(avec le cas particulier p+0 si ¢ = 1), on voit que cette écriture n’est rien d’autre que I’expression
de n comme la somme de plus grand nombre d’entiers consécutifs possible sans atteindre n (donc
1+4---+g—1<mn) plus du reste (qui est donc 1 < p < gq).

(a) En prenant successivement ¢ = 1,p =1 puis ¢ = 2 avec p = 1,2, ¢ =3 avec p = 1,2,3, ...
etc, la suite (x,,)52, s’écrit:
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(b) Points d’accumulation de la suite:

e Soit A € QNJ0,1]. Alors, il existe p,q € N* tels que p < g et A = g. Sik=1,2,3,...,
posons

kq(kq — 1
my = ML=,

Par définition de la suite, nous obtenons

:Emk::];:)\.

Ainsi, la sous-suite (xy,, )72, de la suite (z,)52, converge vers A\ ce qui prouve que A
est un point d’accumulation.

e Si on pose

q(g = 1)
mg="—5—+ 1
ot ¢ =1,2,..., on obtient z,, = % et la sous-suite (7, )g2 de la suite (z,);2, con-

verge vers A = 0 ce qui montre que A = 0 est un point d’accumulation.

Conclusion 1: L’ensemble QN [0, 1] est un ensemble de points d’accumulation de la suite
(@n)nzo-

e Soit A €]0,1[. Si A € Q, alors on a vu que A est un point d’accumulation de la suite
(xn)pp- Si A ¢ Q, alors par densité de Q dans R il existe deux suites d’entiers (py)32,
et (qr)32 tels que 1 < pg < i et limy_,o0 & = X\, Posons

a
. kqi (kg — 1)

5 + kpr, k=1,...,00.

On a donc
_m

dk

Ty,



La suite des entiers (my,);2 ; ainsi construite n’est pas nécessairement strictement crois-
sante, mais elle tend vers I'infini lorsque k tend vers 'infini. Ainsi, on peut extraire une
. 0o 00 . . . . N
sous-suite (mg;)52, de (my)3Z; qui est strictement croissante et qui tend vers Uinfini
. v g e 00 . 00 .

lorsque j tend vers l'infini. Ainsi donc, (xmkj )321 est une sous-suite de ()52, qui

Ph; . . .
= —L ce qui prouve que A est un point d’accumulation

converge vers A puisque Ty, m
J J

de la suite (5,)02 -

Conclusion 2: L’ensemble des points d’accumulation de la suite (x,,)22, est donné par
I'intervalle fermé [0, 1].



