Analyse avancée 1 Corrigé 4

4.1.

. x N .
e Montrons que la suite (%")n_l converge vers o, oul a = inf{%, 2, ... = .}

Avant cela, on observe que pour p,q,r € N*, on a:
Tpgtr < Tpg + Tp < g + T(p—1)q +xr < ... < prgt+ ap.
Soit € > 0. Par la propriété de l'inf, il existe ¢ € N* tel que a < %q <a+s.
On prend un entier N > g tq N > 2max{z, : 7 =0,...,q — 1}/e. On a alors, pour n > N:
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TP T Pl T T T oy S bl —ate

a< =
- n n pg+r n T q N 2 2

ol on a écrit n de la forme n = pq + r, avec 0 < r < q. Ceci prouve la convergence de la

suite (%") 70;1

vers a.

Si on définit la suite (x,,)22, par z, = 0 si n est pair et x,, = 1 si n est impair, la suite est
sous-additive:

ZTntm € {0,1}, or z,, + 2, = 0 si et seulement si n et m sont pairs, auquel cas n + m est
aussli pair.

En revanche, (:cn / n) n’est pas monotone.
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4.2. Pourn=1,0n a

1 1
(r+vy) = <0> 2Oyt + <1) 'y’ =y + 2.
~ ~
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On suppose

n
(z+y)" = Z (Z)xkyn_k, pourn=1,2,..., N
k=0

et on veut montrer que c’est encore vrai pour n = N + 1. On a:
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On a utilisé le fait que

<k]1[1> + <JZ> = e 1)!(11;”— D) k;!(NNi )l

Nk NI(N -k +1) (N +1)!

MN+L—R) TN+ 1-R)! RN+ 1-R)
4.3.

(a) En applicant la formule du binéme de Newton

(a+b)" = ki: (Z) "k

0

avec a = 1, b =1, on vérifie que
n

n
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et par suite (14 1)" <37 L (0'=1).

(b) Puisque # < 2,91,1, k>1et Y} s <2, on obtient

2k
1 n
(1+1) <3
n

ce qui prouve que la suite (z,)72; est bornée.

(¢) Montrons que (z,,)5% est croissante. En reprenant I'expression de z,, = (14 1) développée
par le bindéme de Newton, on vérifie que
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et ainsi z,, < x,41. On conclut que (x,)5%; est croissante et bornée; par un énoncé du
2

cours, elle est donc convergente. De plus, pour n = 2, on a x9 = (1 + %) = % > 2. On en

conclut, puisque (x,)72 est croissante que lim,_soo z, > 2.




