Analyse avancée 1

Corrigé 19

19.1. Si f € C*(R) et si € R, on peut considérer les développements limités:

flx+h) = f(z)+ f(x)h+ W h?, VheER,
f@-hﬁ;ﬂ@—fmwh+f%gﬁ%Uﬂ Vh € R,

ot 6 et 0 sont des fonctions de h telles que |0] < 1 et 0] < 1.
Ainsi on obtient, si h # 0:

‘f(Hh) + fle—h)—2f(x)
h2
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Puisque f” est continue, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que

|/ (@ +0h) - f'(2)

| <e, si [n] <4,
f”(a:—i—éh)—f”(a:)’ <e si |h| <.

On obtient ainsi, si 0 < || < §:

ce qui prouve que
}ILILI%) f(x_'_h)—i_f(};_h) —2f<37) — f”(.%’).

f'w+8h) - (@)



19.2. Les dérivées successives cos®) de cos sont, pour k =0,1,...,6,...

cos, — sin, — cos, sin, cos, — sin, — cos, . . .

Donc pour (i) le DL d’ordre 6 en a = 0 est

Lo, 1 4 6
cos(z) =1— 2% + % T a® +7r(x)
: T‘(:B) : : [43 b2 :
avec lim —2% = 0. Remarquez que les termes impairs “manquent” simplement parce que les

-0 x6
dérivées d’ordre impair sont =+ sin, qui s’annule en 0.

De méme, pour (ii) le DL d’ordre 3 en a = 1 est

cos(1)
2!

sin(1)
3!

cos(z) = cos(1) —sin(1)(z — 1) — (x —1)* + (x — 1)+ r(x)

avec lim r(@)

———— = 0. Cette fois tous les termes apparaissent.
r—1 (l’ — 1)3

19.3. Le point (i) de I’exercice précédent donne en particulier un DL d’ordre 2 de la forme

1
cos(y) =1— gyz +7(y)

”
avec linr[lJ (—‘g) = 0. On en déduit, en posant y = 2% et 7#(z) = r(2°), la relation
y—=0 Yy

1
cos(z®) =1 — gxw +7(x)

r(z)

avec lir% —15 = 0. On a donc trouvé un DL d’ordre 12 pour la fonction z cos(x9).
z—0 T
1 — cos(z" 1
On obtient donc lim 1= cos(a) =—.
z—0 z12 2



