Analyse avancée 1 Corrigé 18

18.1.

18.2.

h
Il s’agit d’une limite de la forme “0/0”, a savoir }llim plh) pour p(h) = f(x+h)+ f(x—h)—2f(z)
—

et ¥(h) = h2. v

On observe d’abord que la dérivation en chaine donne ¢'(h) = f'(z + h) — f'(x — h), et donc
¢'(0) = 0. Comme ¢'(h) = 2h, on a donc a nouveau “0/0”, et on applique une deuxiéme fois
Bernoulli-L’Hopital. Puisque ¢”(h) = f"(x + h) + f"(x — h) et ¥ (h) = 2, on conclut que la
limite vaut bien f”(z).

Puisque z <y < z, on a S €10,1[. Posons donc A = =Y On obtient 1 — A = y— T et on
b z—x z—x z—x
a bien

y=Ar+(1-X)z.

Puisque f est convexe, on a f(y) < Af(z)+ (1 — A)f(2) et ainsi

On obtient donc

y—x z—x)(ly—xz) y—=x z—x z—
De méme, on aura
fy) — f(z) 1 y—z 1 flz) = f(z)
L s o () 0= T 2

En résumé, (1) et (2) impliquent

fly) — f(=)

y—zx z—x z—y




18.3. Six =y, la relation donnée par 'indication est évidente. Si x < y, on a trois situations possibles:
To <z <Yy ou r<x9 <Y ou T <y < xp.

Dans les trois cas on vérifie en utilisant I’exercice 2 que

f(z) = f(x0) < f(y) — f(=o)

T — o o Y — Zo
Posons pour x # x,
f(z) — f(=o
o) 1) = ),
r — X

On a donc montré que g est définie sur I — {z(} et que g est croissante. De plus, g est bornée
au voisinage de xo; en effet, il existe 0 > 0 tel que V = [zg — §, 20 + 0] \ {zo} C I et en posant
M = g(xg —9) et M = g(xo+ ), puisque g est croissante sur I, on a

M < g(x) <M, VYxeV.
En utilisant I’exercice 11.1 du 14 octobre, on a

lim g(z) et lim g(x) existent.
:Ez)xo x;mo

Ainsi, fj(wo) et fy(zo) existent. De plus on a, si x # z¢

f(@) = f(z0)

pra— (x — o)

f(x) = flxo) +

et puisque fj(zo) et f;(wo) existent, alors on a

lim f(z) = lim f(z) = f(zo)

T—T T—rT
< 0 > 0

ce qui montre que f est continue en x.



