Analyse avancée 1 Corrigé 13

13.1. Notons d’abord que f est continue. Le but de ’exercice est d’entrainer la continuité uniforme
d’aprés les définitions, mais on peut aussi le déduire de ’exercice 13.2 ci-dessous & condition de
justifier que les deux limites existent, ce qu’on peut faire. Mais voici la preuve explicite sans
cette astuce:

En posant g: [0,4+00[— R telle que g(z) = f(z) si x > 0 et g(0) = 0, on peut voir que g est
continue sur [0, +oo[. Ainsi g est continue sur [0,2] et donc g est uniformément continue sur
[0,2], ce qui implique que pour € > 0 donné, il existe d; > 0 (01 < 1) tel que

st x,y €]0,2], [z —y| < 6y alors |f(z) - f(y)] <e.

Montrons que f est uniformément continue sur [1,4o00[. En effet si z,y € [1,+00] on a

@) = f@)] = |esin(1/z) ~ ysin(1/y) |

< ’(g; — ) sin (1/2) ‘ + ’y (sin (1/z) —sin (1/y)) ‘
< Jz—yl+ y‘ sin (1/2) — sin (1/y) ‘
<

|z —y|+ y‘Qsin (1/5”;1/y> cos <1/1L‘-2H/y> ‘

sin y— 4 cos yra
2xy 2ay /|

Puisque |sinz| < |z| et [cosz| <1, ¥z € R, on a

< e —y|l+2y

@)= I < o=yl + 2 = oyl (147) <20 -l

€

En posant do = min (5, 1), on a

si T,y € [1’+OO[7 ‘l’ - y‘ < 52 alors |f($) - f(y)| S e
Enfin en posant 6 = min (d1,02) on a

si-x,y €]0,+o00l, [z —y[ < b alors |f(z) - f(y)] <e.

Remarquons que si z,y €]0, +oo[ vérifient |x —y| < 1, on a forcément (z € [0,2] et y € [0,2]) ou
bien (x € [1,400[ et y € [1,+00[). En effet, supposons par 'absurde que x € [0,2] \ [1,400[ et
y € [1,400[\[0,2]. Ceci implique z < 1 et y > 2 et donc |x —y| > 1, ce qui est une contradiction.



13.2. (i) Soient a € R et f: ]a,+oo[— R une fonction continue. On suppose que

lim f(z) =4 et lim f(x) = 4s.

w;)a T—-+00

Montrons que f est uniformément continue.

Soit € > 0.

e Puisque lim, o0 f(x) = 2, il existe 8 > a tel que Vt > 3, |f(t) — £2| < .
On en tire alors que Vz,y > 3, |f(z) — f(y)| < 5.

e Puisque lim,_,, f(z) = ¢1, la fonction f se prolonge par continuité a droite en a. Ainsi,
>

f est uniformément continue sur |a, ] et il existe § > 0 tel que Vx,y €la, 3] avec
|z —y| <, on ait |f(z) — fy)] < %

e Poura<z<pg<yavecy —x <9, on a:

|f(z) = Fl < [f (@) = fF(B) 4+ [F(B) — fly)| < e.

Finalement, Vz,y €]a, +oo[ avec |z —y| < 0, on a |f(z) — f(y)| < €, ce qui montre que f
est uniformément continue sur |a, +00l.
. 1
(it) flz)=——.
(iii) f(x) = 22
13.3. (a) En prenant ¢ = 1, par continuité uniforme, il existe 6 > 0 tel que |[f(zx) — f(y)| < 1 si
|z —y| <4, z,y € [0,400].

(b) Sin €N on a en utilisant le point (a),
£ (nd) = f(0)] < [f(nd)—f ((n = 1)d) [+]f ((n = 1)0) = f ((n = 2)0) [+...+|f(8) = f(O)] < n.
(c) Siz € [0,+00] et sim=[%], ona |z —md| <4 et donc |f(z) — f(md)| < 1. Ainsi
[f (@) < [f(x) = f(md)| + [f(md)| <1+ [f(md)| <1+ m+[f(0)] <1+ % + [£(0)]-

11 suffit donc de prendre v = 1 et 3 = 1+f(0)].



