Analyse avancée 1 Corrigé 10

10.1. Soit (zp,)nen telle que lim,, o 2, = ¢. Montrons que
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Mais par convergence de la suite (x,)nenN, il existe m € N tel que
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Si on peut montrer qu'il existe N tel que )" | |zx — €| < n-5,¥n > N on aura le résultat
cherché.
2M(m)

N = M =max{|zp — | | 1 <k <m}.

€

10.2. i) Soite > 0. Sid >0et 0 < [z—1] < J,ona[20+8—-10| = |2(z—1)| = 2|z—1| < 26. Dans la déf-
inition de limite, on peut choisir 6 = €/2 et obtenir |22+8—10| < € pour tout = € [1—4, 1+0]\{1}.

i7) Soit € > 0. Sid >0et 0 < |z —2] <4, ona

22 4| =|(z+2)(z - 2)| = |z + 2| |z — 2| < 2+ + 2)|z — 2|

car2—0<x<2+44. Sideplus 6 <1, (249 +2)|z — 2| < 5|z — 2| <54. Siencore § < ¢e/5, on
a finalement 56 < e.

Dans la définition de limite, on peut choisir = min{1,€/5} et obtenir |22 — 4| < € pour tout

x €[2-46,2+\{2}.

i4i) Soit € > 0. Sid €]0,1] et 0 < |x — (=2)] <, on ax € [-3,—1] et

||z|—23=10] = |—z—23—10| = |23 4+2+10| = |(2+2)(2*—22+5)| < |z+2|(324+2-3+5) = 20|2+2| < 200.

Dans la définition de limite, on peut choisir § = min{1, /20} et obtenir | |z| — 2% — 10| < € pour
tout = € [—-2 — 9, —2 + 0]\{—2}.



10.3.

a)

On a
2 —1=@—-1)(a*+z+1)et (22— 1) = (z—D)(z+1).
Ainsi )
¢ +z+1
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lim f(z)= lim f(x)= ;
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En reprenant la fonction f : D — R ci-dessus, on constate que

lim (22 +2z+1)=1et lim (x +1) =0.
r——1 z——1
Ainsi
lim f(z) = —o0 et lim f(x)= +oo,
x?fl x?fl

et donc lim,_, 1 f(x) n’existe pas.
£

Si f: R — R est définie par
flx)==z sizeQ
f(z)=0 siz g Q
on a, pour tout € > 0,
|z —0le = |f(z) —0Ole.

En posant donc £ =0, o = 0 et § = €, on obtient:
Ve > 0,39 = € tel que si |z — x| < 0 alors |f(x) — £] <k,

ce qui prouve que limy_,,, f(z) = 0 lorsque g = 0.
Ainsi donc
lim f(z)= lim f(zx)= lim f(z)=0.
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En reprenant la fonction ci-dessus et en posant xg = 1, on constate:

i) Si(an), C Q, est telle que lim, o0 ap = 1 et a, > 1, Vn € N, alors lim, oo f(an) =
1.

i) Si(by)22, C R\Q, est telle que limy,_yo0 by, = L et by, > 1, Vn € N, alors limy,, o0 f(by) =
0.

Les propriétés i) et ii) prouvent que lim,_,; f(z) n’existe pas.
>

Il en est de méme pour lim,_,1 f(x) et lim,_1 f(x).
<



