
§ Observations en 1D
• Coefficient de multiplication (tolérance) = Risk et sa probabilité
• Effet de corrélation entre les mesures
• Erreur I. et II. 

§ Observations en 2D 
• Formes de (in)dépendance
• Extrêmes de variations et coefficients de multiplication
• Terminologie d’erreur 

§ Observations en 3D
• Formation de K et R
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§ Nivellement (détermination de hauteur) 
trigonométrique avec des effets: 

1. corrélation dans le temps
2. corrélation dans l’espace (distance)

Exemple de « précision » 
Fig. 1.2-3
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CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE STATISTIQUE

d’échelle constant pendant les 3 mesures. Au final, les erreurs "i sont partiellement
indépendantes via "ia et partiellement dépendantes via "ib . Les mesures sont corrélées
par ce facteur d’échelle commun, dont l’estimation est l’une des principales difficultés de
la mesure électronique des distances.

1.3.3 Exemple 2 : nivellement trigonométrique

(ou nivellement indirect)

Lorsque l’on mesure un angle zénithal entre 2 points distants de plus d’une centaine
de mètres, la réfraction atmosphérique - ou plutôt l’imperfection de sa modélisation -
constitue la principale source d’erreur.

F����� 1.2 – détermination altimétrique d’un point par nivellement trigonométrique.

Si l’on détermine la différence de niveau avec un seul appareil, par quelques observations
effectuées en un court laps de temps, on obtient une faible dispersion car la réfraction
varie très peu entre les mesures. L’échantillon est représenté par la courbe de Gauss N1 (x̄1,
�1). Ce scénario illustre la notion de répétabilité selon la norme ISO 5725-1 : dispersion en
conditions stables, Wiederholbarkeit, repeatability.

Si l’on mesurait l’angle � pendant de nombreux mois avec divers appareils, divers observa-
teurs et sous toutes sortes de conditions atmosphériques, on obtiendrait pour les altitudes
calculées, un échantillon de très grande taille avec une dispersion assez forte due à tous ces
facteurs variables. Cet échantillon serait proche de la population totale. Il est représenté par
la courbe de Gauss N2 (x̄2, �2). Ce scénario illustre la notion de reproductibilité selon la norme
ISO 5725-1 : dispersion en conditions variées, Reproduzierbarkeit, reproducibility.

L’échantillon partiel (schéma de gauche) conduit à une erreur sur l’altitude égale à (x̄1 � x̄2)
et à une estimation trop optimiste de la précision (�1 << �2).

1.3.4 Nivellement trigonométrique : exemple numérique

Depuis un point d’altitude inconnue P, on mesure chaque demi-heure pendant 6 heures
les angles zénithaux vers deux points A et B d’altitude connue.

10 1.3. LA CORRÉLATION

CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE STATISTIQUE

A chacune des 12 époques k, on mesure deux fois l’angle � vers A (mesures �A1 et �A2) et
vers B (mesures �B1 et �B2). On obtient ainsi 48 mesures (ou 24 paires de mesures, ou 12
paires de mesures doubles).

A

B

P

βA

βB

k = 1, 2, ... , 12

βB1(k), βB2(k)

βA1(k), βA2(k)

F����� 1.3 – angles zénithaux de P vers deux points A et B.

Chaque mesure permet de calculer l’altitude H du point P par nivellement trigonométrique.
Pour ce calcul, on suppose que la réfraction atmosphérique génère une courbure uniforme
de la visée. En adoptant la valeur standard de 0.13 pour l’indice de réfraction, on admet
que la courbure de la visée est environ 8 fois plus faible que celle de la Terre.

Par nivellement géométrique, on a également déterminé pour le point P une altitude de
63.319 m qui est une valeur "quasi vraie" permettant de calculer pour chaque mesure une
erreur vraie "i .

On peut ainsi établir le tableau des altitudes et des erreurs vraies. Les valeurs numériques
ci-dessous sont issues de [Höpcke 1980, p. 49].

1.3. LA CORRÉLATION 11

- Seul appareil 
- Un court laps de temps

- Plusieurs appareils 
- Conditions variables



§ S'agit-il d'un échantillon aléatoire tiré de la 
population de base avec               ?
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Précision nominale d’appareil
(en seconde d’arc) σ = 30

′′

Précision empirique pour 
(en seconde d’arc) σ̂ = 41

′′

n = 25

σ = 30
′′

§ On a besoin quoi?



§ Test bilatéral de l'hypothèse,
§ contre l'hypothèse alternative,
§ aux niveaux de signification
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Précision nominale d’appareil
(en seconde d’arc) σ = 30

′′

Précision empirique pour 
(en seconde d’arc) σ̂ = 41

′′

n = 25

H0 : σ = 30

H1 : σ ̸= 30

α = 0.05

§ Dans le test bilatéral on rejet       si 
                                  ou 

H0

χ2 < χ2

1−α/2 χ2 > χ2

α/2



Test de l’écarte type empirique
M

E

Sp
ea

ke
r

22

CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE STATISTIQUE
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Précision nominale d’appareil
(en seconde d’arc) σ = 30

′′

Précision empirique pour 
(en seconde d’arc) σ̂ = 41

′′

n = 25

§ Dans le test bilatéral on rejet       si 
                                  ou 

H0

χ2 < χ2

1−α/2 χ2 > χ2

α/2

§ valeur du critère de test

χ
2
=

n−1

σ
2 · σ̂

2

χ
2
=

24

900
· 1681 = 44.8

§ à partir du tableau pour n = 24χ
2

χ
2

0.975
= 12.4 χ

2

0.025
= 39.4

➔ ? 
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credit: wiki

2 variables (x,y)

σx,y =

ε
T
x εy

n

σ
2

x
= σx,x =

ε
T

x
εx

n

σ
2

y
= σy,y =

ε
T
y εy

n

- indépéndants ?
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credit: wiki

2 variables (x,y)

σx,y =
ε
T
x εy

n
̸= 0

Indépéndants ?

- non, si   

ρx,y =
σxy

σx·σy

̸= 0

σx =

√

σ
2
x
=

√

σxx
Attention !!!  
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1.3 La corrélation

On considère généralement qu’une erreur vraie "i est le cumul de plusieurs erreurs
élémentaires provoquées par divers phénomènes. Si ces erreurs élémentaires sont aléatoires
et nombreuses, leur somme tend à suivre la loi de Gauss (théorème central limite).

Dans la pratique, seule une partie des erreurs élémentaires possibles se réalise. On
peut l’expliquer ainsi : les causes de ces erreurs varient parfois lentement et leur effet
sur des mesures répétées rapidement reste sensiblement le même, conférant à leur
erreur un caractère systématique, établissant ainsi une certaine corrélation entre les
mesures, contrairement à des observations dont toutes les sources d’erreur sont strictement
aléatoires.

Pour une source d’erreur systématique, la quasi-certitude que son effet va affecter les répé-
titions d’une même mesure de manière identique peut être interprétée statistiquement par
une corrélation très élevée entre elles. A l’inverse, les erreurs aléatoires apparaissent comme
statistiquement indépendantes. Entre ces deux extrêmes, on trouve des mesures corrélées.
C’est le cas lorsque des erreurs systématiques ne peuvent être que partiellement éliminées
ou modélisées, ou qu’elles se trouvent mélangées avec des erreurs aléatoires.

Pour illustrer ce concept, la figure 1.1 présente la simulation de 100 réalisations d’un couple
de variable (x , y) pour différents coefficients de corrélation ⇢.

F����� 1.1 – Simulation d’un couple de variables aléatoires corrélées avec �x ⇤ 2 et �y ⇤ 3
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§ Simulation 2D
• Ellipses d’erreur et de confiance
• Valeurs de référence 

Observations corrélées
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r = redondance ou 

degrés de liberté (= f) 
 
k = multiplicateur de l'ellipse 

d'erreur moyenne (1σ) 
 
p = probabilité d'être à l'intérieur 

r k p 
∞ 1 39.35% 
∞ 2 86.47% 
∞ 2.45 95% 
∞ 3.03 99% 
10 2.9 95% 
5 3.4 95% 
2 6.1 95% 

10 3.9 99% 
5 5.2 99% 
2 14 99% 
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Extremes de variation – Fig 1.9
Equations (1.1) – (1.3)



ME 1-15: Terminologie ISO  - instrument
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+ =

Définition actuelle wiki - lien

https://fr.wikipedia.org/wiki/Qualit%C3%A9_m%C3%A9trologique_des_appareils_de_mesure


§ Dispersion en conditions stables
• Erreurs systématiques exclues
• Répétabilité, précision (résultats), fidélité (instrument) 
• (Wiederholbarkeit, repeatability, precision)

§ Dispersion en conditions variées
• Erreurs systématique incluses 
• Reproductibilité (Reproduzierbarkeit, reproducibility)

§ Proximité de la vérité
• Justesse (=absence de biais) (Richtigkeit, trueness)

§ Combination
• Précision (fidélité) + justesse = exactitude 
• Präzision (Innere Genauigkeit) + Richtigkeit = (äussere) Genauigkeit
• (precision + trueness = accuracy)

Incertitude de mesure
Terminologie ISO 5725-1

M
E 
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§ k (multiplicateur)  vs probabilité

Distribution Gaussian
3D  

34

CHAPITRE 1. ÉLÉMENTS DE STATISTIQUE

de la matrice K, représentée par l’équation paramétrique (1.2), son rayon peut être calculé
à partir de la matrice ⇤ représentée par l’équation paramétrique (1.1).

r ⇤

q
�2

x + �
2
y ⇤

p
�1 + �2 ⇤

p
trace(⇤)

D’un point de vue probabiliste, r définit le cercle d’erreur moyenne. 68.3% des réalisations
du couple de variables aléatoires (x , y) se trouvent à l’intérieur, et 99.7% de ses réalisations
se trouvent dans le cercle de rayon 3r.

1.4.3 Trois variables aléatoires

Le concept d’intervalle et d’ellipse d’erreur peut être étendu à 3 dimensions pour former
un ellipsoïde d’erreur (Figure 1.10).

F����� 1.10 – Ellipsoïde d’erreur

La notion d’ellipsoïde de confiance est identique à celle d’ellipse, mais le même facteur
correspond à un pourcentage différent. Ce concept peut être étendu aux dimensions
supérieures. On conserve le terme d’ellipsoïde, mais sa visualisation est difficile.

20 1.4. INTERPRÉTATION PROBABILISTE DE LA NOTION D’ÉCART-TYPE

CHAPTER 2. PARAMETER ESTIMATION – A REFRESHER 8

Table 2.2: Two-dimensional accuracy measures
√
α Probability [%] Notation

1.00 39.4 1σ or standard ellipse
1.18 50.0 Circular error probable (CEP)√
2 63.2 Distance RMS (DRMS)

2.00 86.5 2σ ellipse
2.45 95.0 95% confidence level
2
√
2 98.2 2DRMS

3.00 98.9 3σ ellipse

entry again. For the three-dimensional case, the variable v can be interpreted
as the sum of the squares of the semiaxes of a standard error ellipsoid. This
ellipsoid becomes a sphere if the semiaxes have the same length. For example,
the radius of a sphere scaled with

√
3σ is called the mean radial spherical error

(MRSE).

Table 2.3: Three-dimensional accuracy measures
√
α Probability [%] Notation

1.00 19.9 1σ or standard ellipsoid
1.53 50.0 Spherical error probable (SEP)√
3 61.0 Mean radial spherical error (MRSE)

2.00 73.8 2σ ellipsoid
2.80 95.0 95% confidence level
3.00 97.1 3σ ellipsoid

2.1.2 Accuracy equivalences

On the basis of certain assumptions on error distribution and geometric param-
eters, Table 2.4 gives the opportunity for comparing different accuracy measures
with special respect to satellite-based positioning. More details on the presup-
positions and an extended table are given in Diggelen (1998).

Interpreting Table 2.4 by an example, from the fourth column and the second
row the relation SEP = 2.0CEP is derived. Thus, the two different accuracy
measures may be compared. More specifically, regarding the previous relation,
a system with a CEP = 2.5m is less accurate than a system with SEP = 3m
since CEP = 2.5m is theoretically equivalent to SEP = 5m.

2.2 Least-squares estimation

This section briefly summarizes least-squares estimation of unknown parame-
ters. In navigation, the latter mainly play the role of state-vector components
like position coordinates, velocity components, attitude parameters, etc. First,
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