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=PrL Signal sinusoidal

= En grandeur réelle:
Pulsation (= 2xf)

« s(t) = A - cos(wt + ¢)

/ "\

Amplitude (créte)

A= b2 (ffince )

= En grandeur complexe:

° S(t) e Aej(wt+¢)

| =
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Rappels sur les nombres complexes

O Forme algébrique

Voire fiche de ]

1 Forme trigonomeétrique
rappel sur Moodle

z = p(cos(8) + jsin(0))
L Forme exponentielle

z=x+]jy [

z = pel?

QO Re(z)=x=p-cos(@) ; Im(z)=y=p-sin(®)

r_|’g|v= p = \/m ; arg(g) =0

D;COS(Q) =% ,  sin(6) =Z ; tan(6) =% ;

L
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=P7L  Rappels sur les nombres complexes

C. Lafforgue

@ Voire fiche de
rappel sur Moodle

d Re(gl + gz) = Re(gl) + Re(gz) Dz%—z =

= I Z
M| Im(gl + gz) Im(gi) + m(ZZ) Q Jarg (z) — arg(zl) — arg(gz)

o —
E'Ué'zzl = |z E& o
| Q |z"| = ||

Q (z12) =22
—} 0 arg(z") =n-arg(z)

Q (arg(z; - z,) = arg(z;) + arg(z,)
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Nombres complexes - Exemples

o A ’j‘l'l of
I3 P) 3 .
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- -Rappels - Quel estle module de x?

¥

B EE-106

a (?."1‘/424 B s,

x=1+jV3
Rank Responses
1 2
2 4
3 67

2% 1%

Session ID: ee106poll 4 67
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=" -Rappels- Quel estI'argument de x (en degrés)?

y, 5
0 Cﬁ(pJ o -——xe - -Z" °
. 68% 2|
x=1+ ]\/§ -
’&pr) = _@2: E
Rank Responses (.| =
1 60
o
2 2 ~ &: ‘}'." - 6o
3 30
4 1,04
5 67
6 90
o% 0% 3y 39 3%
| B8 ev s
. Session ID: ee106poll 60 1.04
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- Rappels - Quel est 'argument de x (en degrés)?
011 (AJJ'UE) - §0°

48%
1+jV3 “ (%) 3‘“”3(44-‘,'5):—-0’6'
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-60
0,5
120
30
60

1
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Régime sinusoidal permanent




=PFL - Signaux altematifs - la résistance

i((t) A

Ugcos(wt)
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Uscos(wt)
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Signaux altematifs - le condensateur

i((t) A

v

C

)

)
| |
|l

4 (WF) =M (~wb)

= (aa (-b"" E)
= o (w" + g)

uc(t)

u(t) ]

L i(b)
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Uscos(wt)
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i((t) A

Signaux altematifs - 'inductance

\

/

C

)

u(t)

u, () ]

L i(t)

v\
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Signaux altematifs - Formalisme complexe

= Exemple:
e u(t) = U cos(wt + @)

* On définit une tension complexe assosciée:

u(t) = Je/(wt+e) _ J(Cla(w,‘ﬁ() *d‘h‘—-(ﬁ-‘f"-f))
* On a alors:
u(t) = Re|u(t)]

» On peut alors étudier les circuits avec les grandeurs sous forme complexe,
et on prend la partie réelle du résultat.
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=PFL Clrcuit RL

= On modélise un circuit dépendant du temps t:

() A R

Us - cos(wt) ()

(w = 2nf) VY

u,(t)

di R
[ ZO+Ti0 =

B EE-106

1
L

-~

s - cos(wt)

La résolution peut étre compliquée.

La solution dépend de la fréquence.
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o
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=PFL  Circuit RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

\ foi ok, Mw% :
i) A R Os e')a‘- = Ri(k)+au, (F)
’u(, (k) = L .__{{-)
Usel®t () 12w o
= Jl A j(»fif)
voo= bwlll‘)

i(t) = [e/(@t+9) S A a‘Lw L(H

B EE-106
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Useja)t
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Circuit RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

Gred®t < Rith) + Lo i ()

A

LA

C

)

U, ot (s J'Lw) L

- .{+ ‘-:- . F“P
- Te VMO - Tt )

Ly |w() A L
, Ly US/ (Q-JJ'Lw) j,"aﬂ/-

=y U, = (N4 Lw).z.&{

<

i(t) = [el(@t+¢)

i @w (wh@

C. Lafforgue



=F7L Circult RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

Loi de mailles:
Use?®t = Ri(t) + uy (t)

L(t
_( )/'\ R Inductance:

di
u,(t) = LE (t)

J.el@t <>
S L us (t) = (t) = L(jwfej(wH(P))

! \! = w,(6) = jLoi(®)

On a alors:
Use/t = Ri(t) + jLwi(t)
= el = (R + jLa)i(t)

i(t) = [e/(@t+9)

B EE-106
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=F7L Circult RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

On a alors:
Use/®t = Ri(t) + jLwi(t)
= U,e/®t = (R + jLw)i(t)

i) A R

T ,jwt
Use <> L EL (t) J.elwt
= fej(wt‘l'(P) — s€

A\ V

i(t) = fel(wt+) g,

B EE-106
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Circuit RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

LA

Vv

C

)

i(t) = [el(@t+¢)

= [el?

" R+jlw

Us ‘ B Us
R+ jLw [RZ + (Lw)?

i= Us __ U

R ’1 N (%w)z Ry 1+ (wt)?

-~

Us .
Q = arg(R +jLa)> = —arg(R + jLw)

Lw

¢ = —arctan (?> = —arctan(wt)

i=‘

N
>4
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Useja)t
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Circuit RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

LA

V

C

)

i(t) = [el(@t+¢)

/

= i(t) = [ cos(wt + ¢)

—

[ S
= = =
P ,1_'_(%0)) R{y1+ (wt)?
u; (t)
¢ = —arctan (%) = — arctan(a)r)

C. Lafforgue
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Circuit RL - Formalisme complexe

= On modélise un circuit dépendant du temps sous forme complexe:

L(t) N R
On peut trouver la solution sans
L ur (t résoudre d’équation
() u, () différentielle!

i(t) = [el(@t+¢)

N
[
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=PrL  Signaux altematifs - Formalisme complexe

C. Lafforgue

= On voit qu’en régime permanent sinusoidal il y a deux grandeurs a
\ déterminer:

* L'amplitude X
« La phase ¢

= On définit alors les phaseurs:

« X = Xel? (phaseur créte)
a

B 7§61 (huan iolonl) g w0z Refr O]

« X = Xel? (phaseur efficace)

”
X = -’-’- x Charles Proteus Steinmetz
= fz" 1865-1923 P %
Ingénieur et mathématicien
ameéricain

B EE-106




=PreL Points clés

= Les signaux en régime permanent sinusoidal sont déterminés par:
« Lamplitude X (ou la valeur efficace, X = X/V2)

» La fréquence f (ou la pulsation, w = Znég

« La phase ¢

= Un signal sinusoidal peut étre représenté sous forme de nombre

complexe
» On utilise les phaseurs

A .Qf- A
% (F) =Jl¢1’ac(k)'7 ;(H:)_fe') X = 2 X
Phaseur instantané: Phaseur créte: Phaseur efficace:

x(t) — Xej(wt‘l'QD) ¥ — )?ej‘p X = Xej(p

|><

B EE-106
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Je ne
changerai pas
d’avis...
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=Pl Loisde Klrchhoff

f;. (2
is(F)
Lo (H

N

.(h= .—.Coofnf'*w
b > L,fh(ﬂf'*{})
130 = T e (il *(g)

-3 l,,.l-lt-& I = o

coo(wt 4-{) Coo(wt) CO» f‘ﬂ
— A (..HL..IL{)

o wt=0

2 [

T () + Iz HR)sT, calfy) =0
ﬂe{f, +"__2:'"3 +'..f}" =0

T c»(...ﬂ(,,)-r.c,fncbl--rf, +J.,ca(ul—+ fr) = 0

@ Ja(ﬁ,)ca(al-) 4.;,1'3: ,)m(wl-)f-.zsc» (4(,) coo(wt)
S (@) 4 Got) - .L;lh(f,)lu.(-of') - 43:&.. @) b lot) =0

(=1 conlat) [J_, o) u,c.rp ) ug(a-(rﬁ)]
- ) [T ) s D) G yy) =0 W EER

oul‘-z
LA e )+ Tk () =O
%{f‘ *;‘z*;:}() =0

N A
= :.-}_.44-£¢ 4.:1-: =0

N
=

C. Lafforgue

» Les lois de Kirchhoff fonctionnent exactement de la méme manieéere

B EE-106

en formalisme complexes
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Lois de Kirchhoff - Lol des nceuds

= La loi des nceuds exprime mathématiquement la conservation de la
matiere
* Ici, conservation de la matiére < conservation du courant

La somme des courants passants par un nccud est nulle.

2,0

Courant dans la
branche k

N branches

C. Lafforgue
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Lois de Kirchhoff - Lol des nceuds

La somme des courants passants par un nccud est nulle.

N branches

Mz

&%

Courant dans la
branche k

= Attention au signe des courants
» Courant qui va « vers » le nceud s’ajoute (+)
» Courant qui va « hors » du nceud se soustrait (-)

C. Lafforgue
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Lol de Kirchhoff - Lol des nceuds

i1+i2+i4_i3_i5=0
« Vers » le nceud

i1+i2+i4=i3+i5

Courant entrant

w
(-]

C. Lafforgue
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Lol de Kirchhoff - Lol des nceuds

Il
o

h+h+l—L—I

« Vers » le nceud

Courant entrant

w
=4

C. Lafforgue
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Lois de Kirchhoff - Lol des mallles

= La loi des mailles exprime mathématiquement la conservation de
I'énergie
* |Ici, conservation de I'énergie < Pas de différence de potentiel en un point
unique

La somme des tensions le long d’une maille est nulle.

N dipéles dans la
maille

Tension aux bornes
du dipble k

[
N

C. Lafforgue
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Lois de Kirchhoff - Lol des mallles

La somme des tensions le long d’une maille est nulle.

N dipéles dans la
maille

N

Ue=0
k=1

Tension aux bornes
du dipéle k

= Attention au signe des tensions
« |l faut définir un sens de lecture de la maille
» Tension dans le sens de lecture s’ajoute (+)
» Tension dans le sens oppose de la lecture se soustrait (-)

[
w

C. Lafforgue



=PFL  Lois de Kirchhoff - Lol des malilles

Us

A4

Loi des mailles dans m;:

)\
-\
U +u, —u, =0

v Dans le
Ry sens de my
_
Uq

Astuce: fonctionnement similaire a la relation de Chasles. On part d’'un point
et on suit les « vecteurs » de tensions jusqu’a revenir au point de départ

B EE-106

[
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Lois de Kirchhoff - Lol des mallles

Us
— Loi des mailles dans m;:
1
N\
<£> } Us+ Uy — Uy =0
| | v
\ Dans le
Ry sens de my
—
U

Astuce: fonctionnement similaire a la relation de Chasles. On part d’'un point
et on suit les « vecteurs » de tensions jusqu’a revenir au point de départ

w
o

C. Lafforgue
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= Les lois de Kirchhoff s’appliquent de la méme maniére sur les phaseurs

complexes
* Loi des nceuds
* Loi des mailles

Points clés

N branches

k=1 '\

Courant dans la
branche k

Mz

N dipbles dans la
maille

NIE
S

Tension aux bornes
du dipdle k

w
-

C. Lafforgue
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Georg, ta formule marche aussi

pour _syyvy et —"—!!!

Lol d’Ohm en régime sinusoidal:
Impédance )4

A la bonne heure!

e

=
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L Signaux altematifs - la résistance
— wb=Rit)  (ay=Re {ubl)
wl) = NI
UV = RT (“_‘(H: \EQ&J"(_)
1(t) 4/ - -
R u(t) U J-
B -f = L Vel T ok popordisnmed,

C. Lafforgue
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L Signaux altematifs - le condensateur

. LD
dF

. da - . )
- 1“’): C —-—'-(l’) — &r“"“ A{ N
‘ dt

i(0)
i )2 C 0.6\:‘..*((')
c RO jCe e
V .
T ‘:j: < [~ U

C. Lafforgue



=PrL

N

EE-106

Signaux altematifs - 'inductance
al): L 5;‘(/4

i(t)

-{f(“ = L 4—':!(“

40

afforgue
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=L 'Impédance

C. Lafforgue

= On remarque que dans tous les cas, tension et courant sous leur
forme de phaseur sont proportionnels
« En formalisme complexe, on obtient aussi une forme de loi dOhm!

Cette lois’écritU =Z 1

Z est appelée impédance

Arthur Edwin Kennelly

* Pour une résistance:
. 1861-1939
Z =R Ingénieur, mathématicien
* Pour un condensateur: inandais
1
Z=—
- jlw
* Pour une inductance:
Z=jlw Oliver Heaviside &

1850-1925 §a
Ingénieur, physicien,
mathématicien anglais

B EE-106
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L'impédance

= Propriétés
* L'impédance Z est un nombre complexe

 Elle depend de la pulsation (et donc de la fréquence)

- —
» Elle est homogéne a des ohms (Q)
= Exemples
* Un condensateur de capacité ¢ = 20 uF a une pulsation w = 250 rad - s“l
zoo oo dme s jaen (4
)€ yo- - 250 ) i)

« Une inductance L = 30 uH a une pulsation w = 250 rad - s~}

»
9

C. Lafforgue
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L'impédance

» Grandeurs associées:
* On peut aussi écrire

I~
Il
IN| =

Y est appelée admittance

L'impédance Z peut avoir une partie réelle et/ou une partie imaginaire

Z=R+jX

La partie réelle R est appelée résistance
La partie imaginaire X est appelée réactance

C. Lafforgue &



=L 'Impédance

'S
S

B EE-106

Composant Loi V4 |Z| arg(Z)
Résistance
— — | u(t) = Ri(t) R R 0
R
Condensateur
| N 1 1 _m
I I l(t) - E(t) ]C(U Co 2
C
Inductance
—Y Y'Y\ 0 = Ldi , Lo L T
N u(®) = L—(0) j >

C. Lafforgue



=L Agencements de résistances

Z1 Z3 @

\& ky\ Circuit équivalent:
® A Q Beaucoup plus facile!
Z
() ~7i'5_\ Z; \R‘k Zy —
N , - M%
\ 45
H oy O
™ IZ \R& Zg W Z
Ryof=10 g L |
N " Possible mais:
Lo N4 O Cestlong!
\&2 Rv\ 0 C’est compliqué!

S ®

B EE-106

~
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=PFL - Agencementen série

= Deux impédances en série s’additionnent:

U U Y 5
——Z o Z; |—e ‘ —>— Zog|—
I I
U - Leq =121+ 24
= Plus généralement:
l > g > —>QN £ >
— Z, |- Z, |-e o~ Zy |-o ‘ —>— Z.q °
I I

B EE-106
|
IN
D
Q0
I
=
N

'S
-3
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=PFL - Agencement en paralléle

B EE-106

= Deux impédances en paralléle: les admittances s’ajoutent

u
A
L
I
Z,
I
Zeql I =YqU
1 1 v 1 N 1
Z, Z, =1 B

2127

A
=+ 2

£
=

C. Lafforgue



=PFL  Agencement en paralléle

= Plus geneéeralement:

|<<

A4

N

N

glk“?
N

B EE-106

v |
Zeq —
N N
1 2 1 v z v
E— S Yoq = )¢”
Zeq kzlgk k=1

E 3
€

C. Lafforgue
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=PrL Points clés

= La loi dOhm s’applique sur les phaseurs complexes

 La résistance devient I'impédance

* L'impédance est un nombre complexe et est une fonction de la fréquence

I~

() (e

J

arg(2) = arg(U) — arg(D)

= Les agencements d'impédances suivent les méme regles que les

résistances

En série:

B EE-106

En parallele:

C. Lafforgue
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=z, R 4-:’-:&
T (L2
!2\/ Z’Z‘r
~ U T ‘—/{"‘Eo < = fo
ZZ - g“‘_‘ zl"‘?-a
b o' .
go B gl ’J;Z
Z.
=.) ..'IZ.-Q :'-Z‘!- Qo - = :'.’j‘ :Z-:-J
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?
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Points clés

= Comme les lois de Kirchhoff et d’Ohm marchent avec les phaseurs:
e La formule du diviseur de tension est valide
e La formule du diviseur de courant est valide

En série: En parallele:
U v
........... 7 —e— 7, ——-eeeeenes
Uy g
fU Z_, )
Z Z
%, 1
U = UO I = —
\_2 Ly+ 2L, \'2 Zy+ 27 )

[L]
w

C. Lafforgue
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=Pr

L Exemple

(b I

Lia) 4B

O o=

v, (1)
v

)_NYY\_

—_—)

C, —

bt Bouson 4, (b)

is(t) = I;cos(wt)

Prd

Vis®) s iy ) 4y (L)

tlh) < ¢ ‘a'fi(l-J + G, /" —(F)

¢ U(H) =u (&) Fu, (F)
uz(t) =/ %”—) v U, (k)

‘ﬁ,,”’) = LCZ d:lz (FJ-} 4u, (2]

C. Lafforgue
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Exemple

=) is(")= LC,.C,

d 4,
e

© + €r6) )
F o

{
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Exemple
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Exemple
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- / ocv“ I - Ja"’
o divisan ole ot
=z
L= —— I
éd.l-_Z_Cr*z(.
fn 4 j6m) (e
QZ ’: :..!: + i. 4 ‘Lw ‘E-c
- ) <G (&)
\% .
.4__:-2 s o - F‘gf

5 CrG) w -‘JLC,C; w?
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U, = Zee L2
- L1,
i<
A —
G = ' s
)CCﬂ-C.‘)N"W
A LT
‘2 < . Ig e )2
2 w- C 3
(crc) Lodle co = den(wt)
/{ 2 —_—S
u, (F) z j::s. cos (b -lz')

n

itk =L cos (@})

C. Lafforgue
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Exemple

3N

dis ) - —

dr (C\+6) w-LbCo ud
3 ~

déw . -

A”'z (wa;) w- Lcovczkl’

3
LCl L 2 cc.,+c,);’_:sr+) -

dr

AY

W

$
0z 106 T4 o () do
( ¢ d + (Cad ‘-{T_—(I‘)

w o (wt)

(- w?) Cos (WF)

~
/
-
s

—

(644(; w~ LC,C: ﬁu’

n
= 'I;- Caa(co(')

= Ic(b)

(-ws LCC, + w(Ce+l, ))
< CO.‘.\(U‘-)

C. Laffojgue
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Exemple
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Exemple
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Pour aller plus loin

= Le formalisme complexe s’applique a des systemes réels, méme a
grande échelle

= Par exemple: systemes de production d’électricité

[-.3
w

C. Lafforgue
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=F7L Pour aller plus loin
N
Jh
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Parc éolien de Chauvé, France

......................
BRS¢ s+
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=F7L Pour aller plus loin
$ad

H'j = | es modeles permettent de prévoir la production du parc
= |Is permettent aussi de détecter des problémes de fonctionnement

= |Is permettent de concevoir des systemes complexes

750 T T T 100
o | * Réel (SCADA) | | g0l
— Simulation © Réel (SCADA)
. ) 60 - = Simulation
720 | 1 40 |
710 | | = P
< & 3
S .
% 700 = Of
= Ei N LR e
690 & 20
bt Sy SR v .
680 e ',“-.‘ 4 AL -40 8
o8 a u
870 A 1 =60 fve
660 | : -80 |
©
o
L 650 : ! : -100
L 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 2.5
- P(MW) P(MW)

C. Lafforgue
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